Vorlesung 14

Differentialrechnung

Ein immer wiederkehrendes Konzept in der Mathematik ist die Zuriickfithrung
auf Bekanntes, beziehungsweise auf besonders ,einfache“ Fille. Besonders ,,ein-
fach® sind lineare Funktionen in der Analysis. In der Differentialrechung fithren
wir Linearisierungen durch, das heifit nichtlineare Funktionen werden durch li-
neare Funktionen approximiert.

14.1 Geradengleichung

Gegeben seien zwei Punkte A(z,|y,) und B(zplys). Diese legen eine Gerade

g = gap eindeutig fest.
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Abbildung 14.1: Geradensteigung und Differenzenquotient

Die allgemeine Geradengleichung lautet:
qg: Yy =mx—+c

Dabei bezeichnet m = ﬁ—i die Steigung und ¢ den y—Achsenabschnitt. Die
Steigung (siehe Abbildung 14.1)
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wird auch Differenzenquotient genannt. Dabei steht A fiir ,Differenz“. Fassen
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wir f(z) als eine Funktion der Zeit x auf, so ist

Ay _ f(a2) = f(=)

Az To — I

die mittlere Anderungsrate (,Durchschnittsgeschwindigkeit®) der zeitabhingi-
gen Funktionswerte zwischen zwei Zeitpunkten z; und zo (siehe Abbildung
14.2).
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Abbildung 14.2: Mittlere Anderungsrate der Funktion f

Was passiert nun, fir Az — 0?7 Anders formuliert, wie ist die Anderungsrate
wenn ro mit x1 zusammenfillt?

Wir sprechen in diesem Fall von der momentanen Anderungsrate (, Momentan-
geschwindigkeit“) im Punkt z7, wenn

lim flwe) = fla1) lim flwe) = fla1) lim f(x1+h) = f(z1)

Az—0 Ax T2—T1 To — X1 h—0 h

existiert. Die momentane Anderungsrate im Punkt A(a|f(a)) entspricht genau
der Tangentensteigung der Tangente am Punkt A.
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Abbildung 14.3: Die mittlere Anderungsrate m der Funktion f wird zur Tan-
gente ¢ fiir h — 0

Fiir h — 0 wandert der Punkt B(a + h|f(a + h)) auf den Punkt A(a|f(a)) zu
(vgl. Abbildung 14.3).
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14.2 Differenzierbarkeit

Definition 14.2.1. Eine Funktion f: D — R heilit differenzierbar in a € D,

falls
i J@ 1) = f(a)
h—0 h

existiert. Dieser Grenzwert wird Differentialquotient genannt. Wir setzen dann

f’(a) -— lim f(CL + h) — f(a)

h—0 h

und nennen f’(a) die erste Ableitung von f im Punkt a. Wir sagen f ist diffe-
renzierbar, wenn sie fiir jeden Punkt des Definitionsbereiches differenzierbar ist.
Die Funktion [’ : z — f’(x) heifit Ableitungsfunktion bzw. erste Ableitung von

f-
Beispiele

e f: DR, f(x)==x.
Die Funktion f(z) = z ist differenzierbar und es gilt f'(z) = 1.

Beweis. Sei xz € D. Es gilt
flath)—fl=)  flet+h)—fl@) (@+h)—x h

— — = — = 1
(z+h) -z h h h
Daraus folgt nun
fleth)—f@) o
i S = w1 =1 = ().
O
e g: DR, g(zx) =22
Die Funktion g ist differenzierbar und es gilt ¢'(z) = 2z.
Beweis. Sei z € D. Es gilt
glx+h) —g(x) _ (z+h)?—a?
(x+h)—x h
2%+ 2hx + h? — 2% 2hx + h?
= = =2z + h.
h h
Damit folgt:
h) —
i 90 EM 290 00 ) =20 = ().
h—0 h—0
O

o [:R—=R,f(z)=a2",neN.
Die Funktion f ist differenzierbar mit f/(x) = na"1.
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(zth)=f(z) _ (z+h)"—=
h h

Beweis. Es gilt ! " Nach dem Binomischen Lehr-

satz (vgl. Vorlesung 13) gilt:

=35 (Dot

k=0

_ n n10 n n—171 - n n—kik
—<O>x h +(1>m h +Z<k>x h
k=2
" /n
=a" +nz" 'h+ v RRpE
> (1)

Daher haben wir

(l‘ 4 h)n — B " _|_nxn—1h + 2222 (Z)Q?n_khk — "

h h
— a1 4 i (n) gk pk—1
k=2 k

— nz" ' (fir h — 0).

Also gilt f/(x) = na"~ 1. O
Bemerkung. Fiir z > 0 und a € R gilt fiir f(z) = 2%, dass f'(z) = az® L.
Einen Beweis sehen Sie in der Al-Vorlesung. Im obigen Beispiel ist a € N.

Satz 14.2.2. Die Funktion f: D — R ist genau dann in a € D differenzierbar,
wenn gilt

fla+h)=f@) _ . fla+h)—fla)

1 ==
h—0, h>0 a+h—a h—0, h<0 a+h—a

Beispiel. Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist differenzierbar fiir alle z € R\ {0}
und nicht differenzierbar an der Stelle z = 0. Es gilt:

—x firz<0
T fir x > 0.

f(l‘)=|33|={

Fiir x # 0 ist klar, dass f differenzierbar ist. Wir haben

JO+R = fO) b

ho0 b0 0+ h—0  hoohsoh
im —f(() +h) — £(0) = lim _—h =-1
h—0, h<0 0+h—0 h—0, h<0 h

Also folgt die Behauptung, da

f(0+h) — £(0) . f(O+h) — f(0)
}Hé,n}loo 0+h—0 hﬂléfrko 0O+h—-0
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14.3 Ableitungsregeln

Satz 14.3.1. Es seien f,g: D — R in « € D differenzierbar und A € R. Dann
sind f + g, f - g, A\f und im Falle g(x) # 0 auch 5 differenzierbar und es gilt:

(f +9)(z) = f'(z) + 4 (2) (Summenregel)
(f9)'(x) = f'(2)g(z) + f(2)g' () (Produktregel)
(Af) (@) = Af' ()

(£ )’( | Fa)gla) — )y )

x) = (Quotientenregel).
g

Dariiberhinaus gilt:

(fg(z)) = f'(g(x)) - ¢' () (Kettenregel)
wobei f: D = R,g: E — R mit g(F) C D.

Beweis. (Summenregel) Nach Definition des Differentialquotienten gilt

40y = i UEOEER = (40

ows . (NE+h) — (@) L (g)+h) ~ (9)()
h—0 h h—0 h
= f'(z) + 4 (x)

GWS bezeichnet an dieser Stelle die Grenzwertsétze (Satz 10.1.5). Die restlichen
Ableitungsregeln kénnen als Ubung bewiesen werden (siehe z.B. Ubungsaufgabe
67, Blatt 14). |

Beispiele.
(i) f(x) =23 — 222 + 22z + 1, dann ist die Ableitung f/(x) = 32% — 42 + 2
(i) f(@) = v, g2) =22 +1.
o h(z) = f(g(z)) = Va2 + 1 = (#2 4 1)2. Nach der Kettenregel ergibt
sich fiir die Ableitung von h: 1/ (z) = f'(g(x))-¢'(z) = 3(2?+ 1)z -2z
e Definiere nun k(z) = g(f(z)) = (v/x)*+1 = x+1. Daraus folgt sofort

k' (x) = 1. Zur Ubung wenden wir die Kettenregel an und erhalten
natiirlich das gleiche Resultat — wir haben &'(z) = ¢'(f(z)) - f'(z) =

2\/x - %x_% =1.
Definition 14.3.2. Sei f: (a,b) — R eine Funktion. Wir sagen, f hat in = €
(a,b) ein lokales Mazimum (Minimum), wenn es eine Umgebung U, (x) gibt, mit

f(@) > f(€) fiir alle € € Ue(x)
(f(x) < £() fiir alle € € U.(x)).

Falls das Gleichheitszeichen nur fiir z = £ gilt, so nennen wir x ein isoliertes Ma-
zimum (Minimum). Der Oberbegriff fiir Maximum und Minimum ist Extremum.
Anstelle vom lokalen Extremum sprechen wir auch vom relativen Extremum.

85



Ein notwendiges Kriterium fiir ein Extremum liefert der folgende Satz:

Satz 14.3.3. Die Funktion f: (a,b) — R besitze im Punkt « € (a, b) ein lokales
Extremum und sei in 2 differenzierbar. Dann gilt: f'(x) = 0.

Beweis. Sieche Ubungsaufgabe 68, Blatt 14.

Folgerung. Falls f/(a) # 0 so kann @ kein Extremum sein.
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