Vorlesung 15

Integralrechnung

15.1 Supremum und Infimum

Zunéchst ein paar grundlegende, wichtige Definitionen.

Definition 15.1.1. Eine Menge M C R heifit nach oben beschrankt, wenn es
ein s € R gibt, so dass « < s fiir alle x € M. M ist nach unten beschriankt,
wenn es ein s € R gibt mit s < z fiir alle z € M.

Definition 15.1.2 (Supremum und Infimum). s € R heifit Supremum der Men-
ge M C R, falls s die kleinste obere Schranke von M ist, d.h.

(i) s ist eine obere Schranke

(i) Ist s’ < s, so ist s’ keine obere Schranke.

Es gibt hochstens ein solches s. Im Existenzfall schreiben wir s = sup(M) =
sup M.

Analog heifit s € R Infimum der Menge M, wenn s die grofite untere Schranke
ist, d.h.

(i) s ist untere Schranke von M
(ii) s’ > s ist keine untere Schranke von M.
Im Existenzfall schreiben wir s = inf(M) = inf M.

Beispiel: Sei M = (a,b). Dann gilt: inf(M) = a und sup(M) = b. Dabei
gilt, dass sup(M) ¢ M und inf(M) ¢ M.

Bemerkung. Gilt sup(M) € M, bzw. inf(M) € M, dann sprechen wir vom
Mazimum bzw. Minimum. Wir schreiben max(M) und min(M).
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Beispiele:
e Es sei M = {1,4}, dann gilt: inf(M) = min(M) = 1 und sup(M) =
max(M) = 4.

e Essei M = {%,n € Noo} ={1, %, %, %, ...}, dann gilt:
sup(M) = max(M) = 1, und inf(M) = 0. Das Infimum liegt nicht in der

Menge, also existiert das Minimum nicht.

15.2 Flacheninhalt und Integral einfacher Funk-
tionen

Gegeben sei nun eine konstante Funktion f: [a,b] = R ; & — ¢ mit a < b.
Fassen wir f als eine Kostenfunktion auf, so konnen wir nach den Gesamtkosten
Gla,p) im Intervall [a, b] fragen. Diese entsprechen gerade dem Flidcheninhalt des
Rechtecks R.

R= G[a,b] = (b—a) - C.

Hier heif3t

f(x)

(b—a)-c=: /abf(x)dac

das Integral von f im Intervall [a,b].

15.3 Integral gutartiger Funktionen

Analog kénnen wir fragen, wie grof§ der Inhalt der Fldche ist, die durch den
Graphen einer ,,gutartigen“ Funktion f im Intervall [a,b] begrenzt wird. Dabei
verstehen wir gutartig in dem Sinne, dass wir den Flédcheninhalt bestimmen
koénnen.
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f(x)

-

Ko6nnen wir diese Frage befriedigend beantworten, so kénnen wir die Inhalte von
Fléachen berechnen, die krummlinig begrenzt sind, etwa die Fliche, die durch
die Graphen von den gutartigen Funktionen f und g begrenzt wird.

a(x)

f(x)

Es stellt sich heraus, dass zu den gutartigen Funktionen die Riemann-integrier-
baren Funktionen zéhlen.

15.4 Integral von Treppenfunktionen

Fiir konstante Funktionen im Intervall [a,b] ist die Bestimmung des Flidchenin-
halts einfach. Der néchst ,,schwierigere® Fall ist die Bestimmung des Fldchen-
inhalts, bzw. die Bestimmung des Integrals einer Treppenfunktion ¢: [a,b] — R.

Zur Erinnerung (vgl. Vorlesung 11): Eine Funktion ¢: [a,b] — R heifit Trep-
penfunktion, wenn es eine Unterteilung (Partition)

a=20 <21 < ...<Tp_1<T1=0
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des Intervalls [a,b] und Konstante ¢1,ca,...,¢, € R gibt, so dass p(z) = ¢
mit ¢ € (xg_1, ) und k = 1,...,n. Funktionswerte ¢(zy) in Teilpunkten sind
beliebig.

Y)

%_ﬂ‘

a Xq Xp X3 X4 X5 b

<Y

Fiir den Fliacheninhalt A einer Treppenfunktion ¢ gilt:

n b
A= ek (g —xp—1) =: (z)dz.
; k- (Zk k /a ¥

| steht fiir S wie Summe, dx steht fiir infinitesimal kleine z-Werte.

Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion im Intervall [a,b]. f sei hinrei-
chend , gutartig”, so dass sich f durch Treppenfunktionen approximieren lasst.
Sei P eine Partition des Intervalls [a, b] gegeben:

a=20<x1<...<xp_1 <xy,=0>0

Wir setzen als Untersumine

n

UP):=> (zr—xr1) inf  f(a),

T 1 <x<Tp
k=1

y
f(x)
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f(x)

<V

X7a X; Xo X3 X4 X5 b=Xp

Abbildung 15.1: Darstellung von Obersumme und Untersumme im Intervall
[a,b]. Hier ist n = 6.

dabei bezeichnet inf das Infimum der Funktionswerte im Intervall (zg_1,zk);
das ist die grofite untere Schranke der Funktionswerte.

Wir setzen als Obersumme

O(P) = Z(Ik —xg-1)  sup  f(2),

1 Tp_1<zx<zTl
dabei bezeichnet sup das Supremum der Funktionswerte im Intervall (z_1, x);

das ist die kleinste obere Schranke der Funktionswerte.
Offenbar gilt:

b
U(P) < / flz)dz < O(P).

Die Partition werde nun unendlich fein und wir setzen

b
/ fx)dz = i%fO(P) = inf{O(P): P ist eine Partition von [a, b]}

/abf(:z:)dx

fab f(z)dz nennen wir Oberintegral und Lj f(z)dz nennen wir Unterintegral.

Offenbar gilt
b T b
/f(x)dzg/f(x)dx.

sup U(P) = sup{U(P): P ist eine Partition von [a,b]}.
P
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15.5 Das Riemann-Integral

Definition 15.5.1 (Riemann-Integral). Sei f: [a,b] — R eine beschrinkte

Funktion. Falls
b b
[ f@yis = [ fa)ds

gilt, so sagen wir, dass f Riemann-integrierbar ist und wir setzen

/ab f(z)dx = [f(x)dm = /abf(:lc)dx.

Fiir jede Treppenfunktion ¢: [a,b] — R gilt:

/abgp(x)da? :/abgp(x)da:.

Deshalb ist jede Treppenfunktion Riemann-integrierbar. Fiir Riemann-integrierbar
schreiben wir kurz integrierbar.

Satz 15.5.2. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

Fiir einen Beweis siche A1-Vorlesung.

Beispiel: Wir wollen fo x)dr mit f(x) = 2% bestimmen. Hierfiir bendtigen
wir folgende Summenformel:

(Beweis durch vollsténdige Induktion).

- on+ 1
Z )6(+)

Wir wihlen eine dquidistante Partition des Intervalls [0,1] mit z, = £ (k =

0,1,...,n). Es gilt
_1\2
inf  f(z) = (k> und
n

Tp—1<r<Tpk

2
Tp—1<xr<Tp n

sup  f(x)

Fiir die Untersumme von P gilt daher

& , 1 (k-1
U=yt kxk_omk_llggmf(o:);n( =

1 Index- S

R COSCEE1 D
k=1 k=1
n(n+1)( 2n+1)n2]1[2n 3n2+n}

n3 n3 6

1 1 1 1 .

:gf%JrWHg fiir n — oo .
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Daher gilt

1
1
/ w?dr = =.
0 3

Fiir die Obersumme von P gilt analog

n

o(pP) = Z(ﬂvk—xk—l) sup  f(x)

Tp_1<x<Tg
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Daher gilt

1
2

do = -
xrax 3

s~ ‘

Insgesamt erhalten wir

s 1 1 1
/ 22dx = / 22dx = / 22dx = =.
0 0 0 3

Satz 15.5.3 (Linearitit des Integrals). Es sei f,g: [a,b] — R integrierbare
Funktionen und A € R. Dann sind auf f 4+ ¢ und Af bzw. Ag integrierbar und
es gilt:

/ (F + a) () = / " flayar 1 / " (@)
/ () () = A / ' fa)dr

b b
Aus f < g folgt / f(x)dx §/ g(z)dz.
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