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Aufgabe 10

Es bezeichne ((ℤ/7ℤ)×, ⋅) die Menge der von 0 verschiedenen Restklassen bezüglich
der Division durch 7. Für x, y ∈ ℤ definieren wir

[x] ⋅ [y] := [x ⋅ y].

Zeigen Sie, dass für alle x, y, z ∈ ℤ gelten:

(i) ([x] ⋅ [y]) ⋅ [z] = [x] ⋅ ([y] ⋅ [z]),

(ii) es gibt ein n ∈ ℤ mit dem gilt: [x] ⋅ [n] = [n] ⋅ [x] = [x],

(iii) jedes Element besitzt ein inverses Element.

Was haben Sie mit den Punkten (i) bis (iii) gezeigt? Ist ((ℤ/7ℤ)×, ⋅) abelsch?

Aufgabe 11

Beweisen Sie unter Benutzung der Restklassenarithmetik: Eine Zahl ist genau dann
durch 11 teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist. Hinweis:

Sei a =
N∑
k=0

ak10
k, ak ∈ {0, 1, . . . , 9}. Dann ist ihre alternierende Quersumme defi-

niert als

Q∗(a) =
N∑

k=0

(−1)kak.

Aufgabe 12

Es sei n ∈ ℕ eine natürliche Zahl. Zudem seien 3n + 1 und 4n + 1 Quadratzahlen.
Zeigen Sie, dass n durch 8 teilbar ist.

Aufgabe 13

Nutzen Sie Ihre Kenntnisse über Teilbarkeitslehre und zeigen Sie, dass die Gleichung

398712 + 436512 = 447212

falsch und daher kein Gegenbeispiel des Großen Fermatschen Satzes ist.

Aufgabe 14

Kann man aus 100 beliebig gegebenen ganzen Zahlen stets 15 Zahlen derart aus-
wählen, dass die Differenz zweier beliebiger dieser 15 Zahlen durch 7 teilbar ist?
Beweisen Sie Ihre Antwort.
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