Vorlesung 4

Z.ahlenbereiche

4.1 Rationale Zahlen

Wir haben gesehen, dass nicht jedes Element aus Z ein multiplikatives Inverses
besitzt. Dies fiithrt zur Einfithrung der rationalen Zahlen QQ, wobei der Buchstabe
Q fiir ,,Quotient” steht. Eine rationale Zahl 7> ist ein Quotient ganzer Zahlen
m,n € Z und n # 0. Dabei heifit m Zdhler und n Nenner. Wegen T = m ist Z
eine Teilmenge von Q.

Zwei Briiche sind gleich:

—=— <= abl =db

Wir konnen Briiche erweitern:
a ac

Wir kénnen Briiche kiirzen:

ac

a .
=3 mit ¢ € Z \ {0}.

4.1.1 Addition von Briichen

Wenn zwei Briiche den gleichen Nenner haben, so ist die Addition einfach:

m m' m+m’

n n n

Falls zwei Briiche keinen gleichen Nenner besitzen, dann kénnen wir die Briiche
so weit erweitern, bis sie denselben Nenner haben:

a b an + bm

m n mn

Es bietet sich an, das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von m und n als ge-
meinsamen Nenner zu wéahlen. Derart bleiben Zahler und Nenner kleinstmoglich.
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Offenbar ist 0 = < m # 0 ein neutrales Element beziiglich der Addition. Zu o

m’
gibt es ein additives Inverses, nimlich —*. Denn:

m —-m m-m 0
— 4+ — = =—=0
n n n n

Somit kénnen wir = = —™ schreiben. Damit ist (Q, +) eine abelsche Gruppe.

Vorsicht:

Es gilt nicht %% = % + % (siehe auch Ubungsaufgabe auf Blatt 4).

Ebenso gilt nicht: § + {7 = 375 . Dies folgt sofort aus Obigem.

4.1.2 Multiplikation von Briichen

Dies ist einfach
a ¢ a-c .
ga—m mlta,b,c,dEZ, b,dEZ\{O}

Die Addition von Briichen ist komplizierter als ihre Multiplikation.
(Q\ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist 1. Fiir einen Bruch
ot # 0 ist das multiplikative Inverse gegeben durch .

Somit ist (Q, +,-) ein Ring. Q ist sogar ein Koérper, aber dazu spiiter mehr.

Fiir a,b,c,d € Z™ (Z" enthilt nur die positiven ganzen Zahlen) gilt immer:

PTiTie M ititira
Diese Ungleichung ist leicht einzusehen, denn:
a a c c
8 bra M a7
N a n c < a n c _ a-+c
b d b+d b+d b+d

Definition 4.1.1. Sei K eine Menge mit zwei Verkniipfungen

+: K xK—K
K x K — K.

(K, 4+, ) heiit Kérper, wenn

(K1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe.
(K2) (K \ {0},") ist eine abelsche Gruppe.

(K3) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. a(b+c) = ab+ac und (a+b)c = ac+bc
fiir alle a, b, c € K.
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Die Division zweier rationaler Zahlen ist definiert als

@ d

a.c
b d b ¢

also die Multiplikation von ¢ mit dem multiplikativen Inversen von 3.

Vorsicht: Mit der Bezeichnung 27 ist im folgenden Q‘T‘l gemeint und kein ge-
mischter Bruch (vgl. 23 =2+ 1).

4.2 Dezimalzahlen

Jede rationale Zahl ldsst sich als Bruch schreiben. Diese lésst sich in eine Dezi-
malzahl umwandeln, letztere ist entweder endlich oder periodisch. Genauer:

Satz 4.2.1. Die rationale Zahl = mit z,n € Z in ihrer Darstellung als Dezimal-
zahl ist entweder abbrechend oder periodisch. Die Periode ist héchstens von der
Lénge n — 1.

Vor dem Beweis erinnern wir noch einmal an das schriftliche Dividieren; wir
betrachten 121 dividiert durch 7.

121:7=17285714
=7
51
—49
20
—14
60
=56
40
=35
50
—49
10
=7
30
28
2

Beweis. Es gibt beziiglich der Division durch n insgesamt n Restklassen. Beim
Verfahren des schriftlichen Dividierens kommen wir zum Abschluss, falls die
Restklasse 0 auftritt. Andernfalls konnen hochstens n — 1 Restklassen auftreten.

O

Satz 4.2.2. Jede abbrechende oder periodische Dezimalzahl l&sst sich als gewohn-
licher Bruch darstellen, ist also eine rationale Zahl.

Aus den Séitzen 4.2.1 und 4.2.2 folgt
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Satz 4.2.3. Die rationalen Zahlen sind genau die abbrechenden oder periodi-
schen Dezimalzahlen.

Die Umwandlung einer abbrechenden Dezimalzahl in einen Bruch ist einfach.
Fiir die Umformung von einer periodischen Dezimalzahl in einen Bruch benutzen
wir die folgenden Beziehungen:

1 — 1 — 1

1=- 1=— 1l=—

0, 9’ 0,0 99’ 0,00 999

Durch Multiplikation und Addition erhalten wir hieraus fiir alle periodischen
Dezimalzahlen die entsprechende Bruchdarstellung, z.B. 0, 2:

0I—L 2 (3-°2
9 9
Insbesondere gilt:
9 _
1=-=09
9 )

Die Beziehungen ergeben sich aus
10=1mod 9, 100=1mod 99, 1000=1 mod 999, usw.

Allgemein gilt: Es sei m eine k-stellige Zahl deren Ziffern alle 9 seien. Im Divi-
sionsverfahren von 1 durch m bedarf es nun k Schritte, um 10* zu erreichen.

4.3 Awussagenlogik

Es seien A und B Aussagen, z.B.
A = “Es regnet.“ und B = , Die Erde ist naf.”

Eine Aussage ist entweder wahr (w) oder falsch (f). Eine Implikation A = B ist
eine Schlussfolgerung: Wenn A gilt, so muss auch B gelten.

Im konkreten Beispiel haben wir also: ,, Wenn es regnet, so wird die Erde naf}.“
Die Implikation A = B ist selbst eine Aussage, die wahr oder falsch sein kann.
Wenn A = B gilt, so muss nicht notwendigerweise auch die Riickrichtung B =
A gelten, z.B.

A = ,Ich rufe Dich an.“ und B =, Dein Telefon klingelt.

Die Implikation A = B ist wahr: ,Wenn ich dich anrufe, dann klingelt dein
Telefon.“ Die Riickrichtung ist aber nicht immer wahr: ,Wenn dein Telefon
klingelt, dann rufe ich dich an.“ ist nicht wahr (es hétte jemand anders anrufen
konnen).

Falls die Riickrichtung B = A zusétzlich auch gilt, dann sind beide Aussagen
gleichwertig bzw. dquivalent, wir schreiben hierfiir

A< B.
Ein Beispiel hierfiir haben wir bereits mit der Quersummenregel gesehen:

A =, Die Zahl a ist durch 3 teilbar.*

B = ,,Die Quersumme von a ist durch 3 teilbar.“
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Wir haben in der letzten Vorlesung gezeigt, dass A < B.

Wir kénnen eine Aussage A negieren. Fiir die Negation von A schreiben wir —A.
Beispielsweise haben wir

A = Es regnet.“ - A =, Es regnet nicht.“

Wir kénnen zwei Aussagen A und B logisch verkniipfen. Wir schreiben A A B
(lies: ,A und B“), wenn beide Aussagen gleichzeitig gelten sollen. Der Wahr-
heitswert von AAB héangt von A und B ab vermoge der folgenden Wahrheitstafel

Al B|AnB|
w | W w
A f
f |w f
f |f f

Wir schreiben A V B (lies ,A oder B¥), wenn mindestens eine der Aussagen
gelten soll, also erhalten wir

| AvB |

A| B
w | w
w | f
f |w
f|f

- = = =

Fiir die Implikation A = B haben wir folgende Wahrheitstafel

(A|B|Aa=B|
w | w w
w f
f|w w
f | f w

Die letzen beiden Zeilen in der Wahrheitstafel besagen also, dass man unter
falschen Voraussetzungen alles folgern kann (wahre und falsche Aussagen).

Eine wichtige Aquivalenz (Gesetz der Kontraposition) ist die folgende
(A= B) < (=B = -4).

Wir kénnen diese mittels einer Wahrheitstafel verifizieren. Das Gesetz der Kon-
trapositon verwenden wir bei indirekten Beweisen. Einen indirekten Beweis
fithren wir in folgender Situation: Wir wissen, dass A wahr ist und die Implika-
tion ,A = B“ ist schwer zu zeigen. Wenn A wahr ist, dann ist = A falsch. Wir
nehmen nun an, dass B falsch ist, dann muss =B wahr. Falls aus =B wahr die
Aussage = A wahr folgt, dann haben wir einen Widerspruch, denn nach Voraus-
setzung —A ist falsch! Demnach war unsere Annahme, dass B falsch ist, falsch.
Also muss B wahr sein. Einen ersten indirekten Beweis fithren wir im folgenden
Abschnitt.
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4.4 Reelle Zahlen

Nach Einfiihrung der rationalen Zahlen konnte man meinen, diese fiillten die
ganze Zahlengerade aus. In beliebiger Ndhe einer rationalen Zahl liegen unend-
lich viele weitere rationale Zahlen. Anders formuliert: zwischen zwei beliebigen
rationalen Zahlen findet man immer eine weitere rationale Zahl.

Daher gibt es auch (anders als bei den ganzen Zahlen) zu den rationalen Zahlen
keine néchstkleinere oder néchstgrofiere Zahl. Trotz der unendlich vielen ratio-
nalen Zahlen gibt es kein z mit 22 = 2 und z € Q. Dies wollen wir nun beweisen
— und zwar mittels eines Beweises durch Widerspruch.

Lemma 4.4.1. x = /2 ist keine rationale Zahl.

Beweis. Angenommen, w ist eine rationale Zahl. Dann haben wir x = " mit

ggT(m,n) =1 (d.h. die Bruchdarstellung von 2 kann nicht weiter gekiirzt wer-
den). Daraus folgt:

2n? ist gerade, daraus folgt, dass auch m? gerade sein muss. m? kann nur gerade
sein, wenn m gerade ist, daher m = 2k fiir ein k € Z. Daraus folgt:

(2k)? = 4k* = 2n?

= 2k% = n?

Somit ist auch n? eine gerade Zahl, damit ist n gerade. Hieraus folgt: ggT(m, n)
> 2 # 1. Widerspruch! Also ist V/2 nicht rational. O

/2 ist irrational. Da die rationalen Zahlen genau die Zahlen sind, die eine abbre-
chende oder periodische Darstellung als Dezimalzahl haben, sind die irrationalen
Zahlen diejenigen, deren Dezimaldarstellung unendlich und nicht periodisch ist.

Definition 4.4.2. Die Menge der reellen Zahlen R ist die Vereinigung der
rationalen Zahlen mit den irrationalen Zahlen.

Bemerkung. (R,+,) ist ein Kérper.
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