Vorlesung 6

Lineare Gleichungssysteme

Gegeben sei eine lineare Gleichung iiber R
5z +2=0.

Diese Gleichung ist eine Beschreibung des Elements x = —%, denn genau dieses
erfiillt die Gleichung.
Offenbar ist eine lineare Gleichung in einer Variablen x

ar+b=-e, a#0

immer losbar mit

6.1 Gauflsches Eliminationsverfahren

In der Folge betrachten wir lineare Gleichungssysteme mit m Gleichungen und
n Variablen:

1121 + a12X9 + ... + A1pTy = bl

a12%1 + a22T2 + ... + G2 Ty = b2

A1 X1 + Q2o + ..o + Ty, = b

Hierbei sind die Koeffizienten durch a;; mit ¢ =1,2,...,m; j =1,2,...,n, sowie
br mit k =1,2,...,m gegeben.

Jedes n-Tupel z = (21, ..., 2, ), welches dem linearen Gleichungssystem geniigt,
heifit Losung des LGS. Zur Bestimmung von z benutzen wir das Gauflsche
Eliminationsverfahren.

Dabei fithren wir wiederholt elementare Zeilenumformungen durch, die das Glei-
chungssystem in die sogenannte Zeilenstufenform iiberfithren (Erkldrung dazu
spéter). Die elementaren Umformungen verdndern die Losungemenge nicht. In
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der Zeilenstufenform ldsst sich eine mogliche Losung schnell ablesen.
Elementare Zeilenoperationen sind:

e das Addieren von Vielfachen einer Zeile zu einer Zeile

e Vertauschen von zwei Zeilen

Wir illustrieren das Gauflsche Eliminationsverfahren an einem Beispiel:
Vorgelegt sei das folgende LGS mit zwei Variablen z,y € R und zwei Gleichun-
gen (D.h. m=n=2):

) 3z +4y =12
(IT) 9z + 2y = —14.

Wir ersetzen die (II). Zeile durch 3(I)—(II) und erhalten als neues LGS

) 3z +4y =12
(II) 0z 4 10y = 50.

Damit haben wir bereits die sogenannte Zeilenstufenform erreicht. Ein LGS ist
in Zeilenstufenform, wenn jede Zeile mindestens eine Variable weniger hat als
die vorangegangene Zeile. Aus Zeile (II) lesen wir ab:

10y =50 =y = 5.
Einsetzen von y = 5 in (I) liefert:
8
3I+4~5=12:>31:=—8:>x:—§.
Damit ist x = —% und y = 5 Losung des LGS.

Um den Schreibaufwand gering zu halten, ordnen wir die Koeffizienten in der

Form
3 4
9 2/

Dies ist die Koeflizientenmatrix des LGS. Die erweiterte Koeflizientenmatrix
enthélt dariiber hinaus in der letzten Spalte die Werte der rechten Seite der

Gleichungen
3 4] 12
9 2| -14

Die durchgefiihrten elementaren Zeilenoperationen werden dokumentiert:

12\ an—=tan ( 3 4112
~ .
50 0 1|5

(I—3@m—an ( 3 4
~y
0 10
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Zuriick zu einem beliebigen LGS mit m Gleichungen und n Variablen:

a11r1 + a2 + ...+ ATy = bl

a12T1 + Q229 + ... + aspx, = bo
(6.1)

A1 L1 + Q2o + ...+ AypnTn = by,

Die Koeffizienten a;; mit 7 = 1,2,...,mund j = 1,2, ..., n ordnen wir zweckméafig
in der Form

ai a12 N A1n
a1 a2 ... QG2pn
Am1 Am2 coo Qmn

Ein solches Schema bezeichnen wir als Matrix. Genauer: (m x n)-Matrix beste-
hend aus m Zeilen und n Spalten. Wir betrachten die Spalten dieser Matrix

ail a2 A1n

a21 a22 a2n
U1 = . , U2 = . P

Am1 Am?2 Amn

Diese Spalten kénnen wir als (m x 1)-Matrizen auffassen, kurz auch m-Tupel
von Zahlen genannt. Die Addition von m-Tupeln kann auf nahliegende Weise
definiert werden:

(6] d1 c1 + dl

Cm dm Cm + dm

ebenso die Multiplikation eines m-Tupels mit einer reellen Zahl a € R:

C1 a - C
a- =
Cm a-Cm
by
Fiir das m-Tupel | : | schreiben wir kurz b. Das LGS (6.1) ldsst sich kurz
bm
schreiben als
T101 + Tovg + ... + v, = b. (6.2)
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Priagnante Redeweise: Wir nennen ein n-Tupel

r

Ln

fiir welches (6.1) oder (6.2) gilt, eine Losung des LGS.

6.2 Matrizenmultiplikation

Das LGS lésst sich noch kiirzer schreiben. Dazu bedarf es der Einfithrung der
Matrizenmultiplikation. Sei A eine (m x n)-Matrix, B eine (n x [)-Matrix:

>J TS

Die Anzahl der Spalten von A entspricht der Anzahl der Zeilen von B. Es
bezeichne My, xn = (Myxn, R) die Menge der (m x n)-Matrizen mit reellen
Eintrégen.

Definition 6.2.1 (Matrizenmultiplikation). Wir definieren eine Verkniipfung

= men X Mnxl %mel
(A,B)—»C=A-B

durch
n
Cik ‘= E A5+ bjk.
j=1

Wir erhalten also ¢;; durch komponentenweise Multiplikation der i-ten Zeile von
A mit der k-ten Spalte von B.

Beispiel:

'
I
© o N

S o ot W
Sy

I

Y
co
—
ot ©
\/

A ist eine (4 x 2)-Matrix und B eine (2 x 3)-Matrix. Das Produkt von A und B
ist eine (4 x 3)-Matrix C. In diesem Beispiel ist die Multiplikation von B und A
nicht definiert, denn die Spaltenanzahl von B stimmt nicht mit der Zeilenanzahl
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von A iiberein. Wir haben

7 3 7T-7+3-8 7-44+3-1 7-94+3-5
A B 2 5 74 9y [2-74+5-8 2:445-1 2-9+5-5
6 8 8§ 1 5 6-7+8-8 6-4+8-1 6-9+8-5
9 0 9-740-8 9-44+0-1 9-940-5
73 31 78
| %4 13 43
106 32 94
63 36 81
[ ——
=C
Beispiel:
Sei
a1 a2 A1n
a1 a9 a9n
A:
aml Am2 ... (mn
T
eine (m x n)-Matrix, sei = | : | eine (n x 1)-Matrix (also ist x ein n-Tupel)
mTL
b1
und sei b= |  |. Wir definieren
b,
b; :=Zajkxk.
k=1
Also ist b = Ax, denn
ail a2 ... Qin
xy
az1 a2 ... Q2p
Ax =
Ln
Am1 Am2 ... Qmn
a11r1 + a12T2 + ... + a1y bl
Am1%1 + Am2aT2 + ... + QGmnTn bm
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Mit der Matrizenmultiplikation ldsst sich das LGS (6.1) also kompakt schreiben
als

A-x=0.

6.3 Addition von Matrizen

Definition 6.3.1 (Addition von Matrizen). Die Addition von Matrizen A, B €
M, «n definieren wir in naheliegender Weise

A+ B = (ai;) + (bij)-

6.4 Matrizenring M, .,

Fiir m = n erhalten wir die Menge der quadratischen Matrizen M,,«,,. Es gilt:
(M, xn,+,-) bildet einen Ring mit Einselement. Das neutrale Element beziiglich
der Addition ist die sogenannte Nullmatrix, deren Eintrige alle Null sind. Das
additive Inverse von A € M, ist —A. Die Addition ist aufgrund der Definition
offenbar assoziativ und abelsch. Das neutrale Element beziiglich der Multipli-
kation (also das Einselement) ist die sogenannte Einheitsmatrix

1 00 0

0 1 0 0
IETL:: O O 1 O s

00 0 ... 1

alle Eintrage auf der Hauptdiagonalen sind gleich 1 und alle anderen Eintrige
gleich 0. Insbesondere ist die Matrizenmultiplikation assoziativ in M,, «,, d.h.
fir A, B,C € M« gilt

A-(B-C)=(A-B)-C.

Ein Beispiel fiir einen Ring ohne Einselement ist der Ring der geraden Zahlen
27.
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