Vorlesung 13

Aussagenlogik,
Mengenlehre

13.1 Aussagenlogik

Sei p eine Aussage. Diese ist entweder wahr (w) oder falsch (f). p=(5+3 =8)
ist wahr, p = (5 + 3 = 7) hingegen ist falsch. 5+ 3 ist keine Aussage, 5+ 3 =8
ist eine Aussage. Beispiele fiir Aussagen sind Gleichungen oder Ungleichungen.

Die Negation einer Aussage p bezeichnen wir mit —p. Wir haben folgende Wahr-
heitstafel:

p| P
f
f|w

Seien nun p und g Aussagen. Diese kénnen wir logisch miteinander verkniipfen
und wir erhalten eine neue Aussage. Es gibt

e Konjunktion Lund® pAq
e nicht ausschliefende Disjunktion ,oder* pVyq
e Implikation ,wenn, ..., dann® p=q
e Aquivalenz sgenau dann ..., wenn“ p <& q

vermoge der folgenden Wahrheitstafeln:

p|q|pPANg|PVqg|DP=q|DP=4q
w w w w w W
w | f f W f f
f|w f w W f
f|f f f w w




Fiir gewohnlich benutzen wir die nicht-ausschliefende Disjunktion. Die aus-
schliefende Disjunktion ,,entweder oder® definieren wir vermoge

pVq

Wegen

pVq | p

- =2 o =2

-~ 2 2 2 |<

gilt pVg = pV q.

Es seien p, ¢, Aussagen. Dann gelten fiir die Elementarverkniipfungen —, A, V,
= und & folgende Grundgesetze:

e doppelte Negation: =(=p) & p

e Kommutativitdt (Symmetrie): pAqg< qgADp
PVqg=qVp

Assoziativitét: (PANQ AT pA(gAT)
(pVa@VrepVigvr)

Distributivitét: pA(gVr)e (pAg V(pAT)
pV(gAT) = (pVa A(pVr)

De Morgan: —(pAq) & pV g
~(pVag) = pA—q

Kontraposition: p=q) < (~g= —p)

Transitivitt: =g N(@=r)=(p=r).

Die Grundgesetze werden mittels Wahrheitstafeln bewiesen.

79



Beispiel:
Beweis von De Morgan —(pAq) < —pV—q. Wir haben folgende Wahrheitstafeln:

plqg|-p|—q|pANg|—-(pAq)|-pPV—gq
w|w| f f W f f
w|f| f |w f w w
flw|w]|f f w w
fl1f|lw|w f w w

Die Wahrheitswerte in den rechten beiden Spalten stimmen in jeder Zeile iibe-
rein, deshalb gilt =(p V ¢) < —p V —=¢q. Ebenso gilt (p = ¢) < —pV q.

Das Gesetz der Kontraposition benutzen wir beim Widerspruchsbeweis.

Ausgangsposition: Bezeichnet p die Voraussetzung und ¢ die Behauptung, so ist
»P = q“ zu zeigen. Stattdessen konnen wir aber auch die dquivalente Aussage
»q = —p“ zeigen.

Wir nehmen an, die zu beweisende Aussage ¢ ist falsch und folgern, dass dann
die Voraussetzung p falsch ist. Widerspruch, da wir wissen, dass p wahr ist.
Beispiel:

Behauptung: Jede natiirliche Zahl n besitzt eine Zerlegung als Produkt von
Primzahlen, d.h.

m
n= H pfj‘ mit p prim.
k=1
Beweis: Fiir n = 1 haben wir das leere Produkt. Sei nun n > 1. Angenommen, es
gibt Zahlen, die sich nicht als Produkt von Primzahlen schreiben lassen. Dann
gibt es eine kleinste solche Zahl ng. Somit ist ng > 1 und keine Primzahl. Da nyg

keine Primzahl ist, gibt es a,b € N mit a,b < ng und a - b = ng. Da ng kleinste
Zahl ohne Primfaktorzerlegung ist, gilt

a:Hpj und b:qu,

wobei p; und ¢; Primzahlen sind. Damit ist ng = Ilp; - Ilg;. Dies ist ein Wider-
spruch!

13.2 Mengenlehre

Es seien A und B Teilmengen einer Menge X. Mittels logischer Verkniipfungen
definieren wir
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Vereinigung von A und B
AUB:={rzeX:x€ AVz € B}

Schnitt von A und B
ANB:={zreX:z€ ANz € B} "
Differenz von A und B

A\B:=A-B:={zxcA:x¢ B} .’
Bemerke: A\B = AN B°

Komplement von A
A ={re X :x¢g A}(:= °A)

Die leere Menge, also die Menge, die kein Element enthilt, bezeichnen wir mit
() oder auch {}. Zwei Mengen A und B sind disjunkt, wenn ihr Schnitt leer ist,
d.h. An B = 0. Mit P(X) bezeichnen wir die Potenzmenge von X, dies ist die
Menge aller Teilmengen von X.

Beispiel:

Sei X = {1,2,3}. Dann ist B(X) = {0, {1}, {2},{3},{1,2},{1,3},{3,2}, X }.
Die Potenzmenge von X enthiilt stets ) und X selbst. Beachte 3(0) = {0},
damit ist {(} einelementig, aber ) ist nullelementig.

B ist eine Teilmenge von A bzw. A ist eine Obermenge von B, Notation B C A,
wenn Vo (x € B =z € A).

Fiir Mengenoperationen gelten die analogen Gesetze, die wir schon fiir die logi-
schen Elementarverkniipfungen von Aussagen formuliert haben: Es seien A, B, C
Mengen. Dann gilt:
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e doppelte Komplementbildung: (A°)° = A

e Kommutativitat : AUB=BUA
(Symmetrie) ANB=BnNA
e Assoziativitéit: (AUB)UC =AU (BUCQ)

e Distributivitét: AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

e De Morgan: (AUB)¢ = A°nB°

o Transitivitét: [([ACB)A(BCCO)]=ACC.
Beispiel: Beweis der Transitivitét.

Wir definieren p = {a € A}, ¢ = {z € B}, r = {z € C}. Somit ist zu zeigen

(p=N(g=7)]=@=>r),

aber dies ist die Transitivitét fiir logische Verkniipfungen.
Quantoren

e Wir schreiben ,,Jx € A : a(x)“ fiir: Es gibt ein Element aus A, so dass x
die Aussage a(x) erfiillt.

e Wir schreiben ,Vx € A : a(x)“ fiir: Fiir alle Elemente aus A gilt die
Aussage a(z).

Beachte:

—(Fx € A:a(x)) &V e A: —a(x)
(Ve e A:a(z)) & Jr e A: —a(z)

Es sei f: A — B eine Abbildung. f~! : B(B) — B(A) definiert durch

FTHUN) :={z € A: f(x) € N}, N €B(B) (d.h. N C B)

heifit Urbildabbildung. f~*(NN) ist das Urbild von N unter f.
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Sei f: A — B eine Funktion. Dann ist f genau dann injektiv, wenn

Vbe B:|f({b})] <1.

f ist genau dann surjektiv, wenn

voe B:|fH({p)| > 1.
Fiir das Bild und Urbild von f: A — B gelten stets
FHf(M)) D M fiir alle M C A, (13.1)
f(f7H(N)) C N fiir alle N C B. (13.2)
(13.1) und (13.2) ergeben sich aus den Definitionen von Bild und Urbild.

Zu (13.1): Sei M C A. Nach Definition ist
fIM)={f(x) e B:z € M}
und damit

FTHE) ={z € A: f(x) € f(M)},

dies ist die Teilmenge aus A, die auf f(M) abgebildet werden und enthilt daher
mindestens auch M selbst.

Analog zu (13.2): Sei N C B.

fTHN)={z e A: f(x) e N}
und damit

FUTHN) ={f(z) € Bz e [TH(N)}
={f(x)eB:oxec{rcA: f(x) e N}} CN.

Es gelten

(i) f ist genau dann injektiv, wenn in (13.1) Gleichheit gilt.

(ii) f ist genau dann surjektiv, wenn in (13.2) Gleichheit gilt.

Beweis zu (i):
”:“:
Sei f injektiv und M C A. Zu zeigen: f~1(f(M)) = M fiir alle M C A.
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Angenommen, f~}(£(M)) 2 M. Dann f~}(f(M)) = {x € A f(z) € f(M)} 2
M, d.h. es gibt a € A\M mit f(a) € f(M). Somit ist f nicht injektiv. Wider-
spruch!

77<:“:
Es gelte f~1(f(M)) = M fiir alle M C A. Zu zeigen: f ist injektiv.

Angenommen, f ist nicht injektiv, d.h. es gibt a,b € A mit y = f(a) = f(b) und
a #b. Wahle M = {a}. Dann ist

FOM) = {y} = 71 (FM) = ({y}) 2 M,
Widerspruch, da f~1({y}) mindestens auch noch b enthilt.
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