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1.5 Aquivalenz von Aussagen

Wir betrachten allgemein zwei Aussagen A und B. Wenn sowohl (A = B) als
auch (B = A) gelten, so sagen wir, dass A und B dquivalent sind und schreiben
A < B. Wir haben also

Ausdruck | Aussprache Bedingung Abkiirzung fiir
A< B Aund B A, B ist Aussage | (A= B)A (B = A)
sind dquivalent

Aus den Merkregeln zur und-Aussage ergeben sich sofort entsprechende Merkregeln
zur Aquivalenz:

¥ Merkregel < y: Um nachzuweisen, dass zwei Aussagen A und B dquiva-
lent sind, sind die Nachweise von (A = B) und (B = A) erforderlich.

v} Merkregel < p5: Wenn eine Aquivalenzaussage A < B gilt, dann kann A
durch B ersetzt werden und umgekehrt.

Als Beispiel beweisen wir die folgende Aquivalenz

Va€eZ:(a>0)< ((—a) <0). (1.25)

Wir gehen von a € Z aus. Anwendung des Satzes aus Aufgabe 1.15 auf a liefert
(@ >0) = (—a < 0). Fiir die umgekehrte Implikation nehmen wir an (—a) < 0,
d.h. es gibt eine Zahl k € N, so dass

(—a) +k=0.
Addition von a auf beiden Seiten liefert
k=0+a, dh.0+k =a.
Somit gibt es eine natiirliche Zahl k& mit
0+ k =a,

d.h. a > 0. Da beide Implikationen gelten, gilt auch die Aquivalenz
(a>0)< (—a<0).
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Aufgabe 1.20. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen gelten
(i) Va € Z:VbeZ: (a<b) < ((—a) > (b))
(ii) Ve € Z: (x e N) & (z > 0)

1.6 Nicht-Aussagen

Fiir eine Aussage A bezeichnet —A ihre Negation, wir lesen —A als Nicht A. Die
Aussage —A ist wahr, wenn A falsch ist.

Da die Aussage (3 = 5) falsch ist, ist ~(3 = 5) wahr. Ublicherweise schreiben wir
fir =(a = b) kurz a # b und sagen a ist ungleich b. Es gilt also 3 # 5.

Entsprechend bedeutet —=(n|m), dass n die Zahl m nicht teilt. Hierfiir schreiben
wir kurz n t m.

Weiter bedeutet —(z € A), dass x kein Element der Menge A ist, die Kurzschreib-
weise hierfiir ist x ¢ A.

Wir halten also fest

Ausdruck | Aussprache Bedingung Abkiirzung fiir
-A Nicht A A ist Aussage | —
a#b a ungleich b keine —(a=10)
ntm n teilt nicht m n,m € 7 —(n|m)
r g A x ist kein Element von A | z ist Element, | =(z € A)
A ist Menge

Da mathematische Aussagen immer einen der beiden Wahrheitswerte wahr oder
falsch haben und da die Negation einer Aussage wahr ist, wenn diese falsch ist und
umgekehrt ergibt sich

As —\(—\A).

Wir halten fest

¥ Merkregel Doppelte Negation: Die doppelte Negation einer Aussage
ist dquivalent zu der eigentlichen Aussage.
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1.6 Nicht-Aussagen

Zum Nachweis von —A dient der Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, dass
A wahr ist. Wenn dann durch korrektes logisches Schlieflen ein Widerspruch ent-
steht (d.h. wenn eine Aussage abgeleitet werden kann, die gleichzeitig mit ihrem
Gegenteil gilt), dann kann A nicht gelten. Es muss somit das Gegenteil = A zutref-
fen. Wir haben also = A indirekt nachgewiesen.

¥ Merkregel —y: Die Negation einer Aussage A kann nachgewiesen werden
durch Ableiten eines Widerspruchs aus der Annahme A.

Als Beispiel betrachten wir folgende Aussage

YaeZ :YbeZ:a<b=a#h. (1.26)

Zum Nachweis gehen wir von Objekten a,b € Z mit a < b aus. In einem
indirekten Beweis nehmen wir an, dass a = b gilt. Da a < b gilt, gibt es
ein n € N, so dass a +n = b gilt. Wegen (a = b) und (a + n = b) folgt daher
durch Gleichsetzen der jeweiligen linken Seiten

a=b=a+n,dh.n=0.

Dies ist ein Widerspruch zu n € N, weil nun sowohl 0 € N als auch 0 € N gilt.
]

Mit dem indirekten Beweis kann man die etwas ungewohnte Regel begriinden, dass
in einer widerspriichlichen Situation jede beliebige Aussage wahr ist. Die Argumen-
tation funktioniert dabei unabhéngig davon, welche Aussage A widerspriichlich ist,
d.h. zusammen mit ihrem Gegenteil gilt. Diesen immer gleichen Beweis nennen wir
auch eine Beweisschablone.

Wir gehen von einer Aussage A aus, die zusammen mit ihrem Gegenteil (—A) gilt
und von einer Aussage B. In einem indirekten Beweis gehen wir von (—B) aus.
Da A und (—A) gilt, liegt ein Widerspruch vor. Es gilt somit —(—B). Dies ist
aber dquivalent zu B, so dass auch B gilt. Wir fassen diese Uberlegung in einer
Merkregel zusammen:

¥ Merkregel ,,Aus Falschem folgt alles“: Aus einer falschen Aussage
kann jede beliebige Aussage gefolgert werden.

Bei Vorliegen eines Widerspruchs benutzen wir das 4-Symbol.
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Aufgabe 1.21. Zeigen Sie indirekt
VeeZ:VyeZ:(x*+y=13)A(y#4) =2z #3.
Aufgabe 1.22. Zeigen Sie
YaeZ:YbeZ:a>b=a#b.
Aufgabe 1.23. Es seien A, B und C' Aussagen. Gilt folgende Aussage
(A= B=0)<(A=B)=0C) 7

Beweisen Sie Thre Antwort.

1.7 Oder-Aussagen

Wir betrachten wieder zwei Aussagen A und B. Wahrend die und-Aussage A A B
wahr ist, wenn beide Aussagen A und B wahr sind, ist die oder Aussage AV B
wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A und B wahr ist. So ist die oder-
Aussage zum Beispiel ((3|21) V (2[11)) wahr, denn (3]21) ist wahr. AV B lesen wir
als A oder B. Zur Oder-Verkniipfung sagen wir auch Disjunktion.

¥ Merkregel Vy: Um nachzuweisen, dass eine oder-Aussage wahr ist, zeigen
wir die Giiltigkeit von mindestens einer Aussage.

Zu beachten ist, dass es sich hier um ein einschlieffendes Oder handelt. Im téglichen
Sprachgebrauch benutzen wir oder oft (nicht immer) im Sinne von entweder oder,
also als ausschliefliches Oder. Auch hierfiir gibt es ein logisches Symbol, welches
aber nicht so gelaufig ist: AAB steht fiir entweder A oder B und ist wahr, wenn
genau eine Aussage wahr ist.
Offenbar gilt

AAB = AV B,

denn wenn genau eine Aussage wahr ist, so ist mindestens eine wahr. Ferner gilt

ANB= AV B,
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1.7 Oder-Aussagen

denn wenn beide Aussagen wahr sind, so ist mindestens eine wahr.

Eine oder-Aussage, die uns oft begegnet, ist ein Ausdruck der Form a < b, den
wir als a ist kleinergleich b lesen, wobei a und b ganze Zahlen sind. Sie ist eine
Abkiirzung fiir die oder-Aussage ((a < b) V (a = b)). Analog steht der Ausdruck
a>bfiur ((a>0b)V(a=0)), den wir als a ist grofiergleich b lesen. Z. B. gilt 5 <7
oder —10 > —11.

Als Beispiel fiir den Nachweis einer oder-Aussage betrachten wir

VYVaeZ:VbeZ:a<b=a<h (1.27)

Wir gehen von a,b € Z aus. Zum Nachweis der Implikation nehmen wir an,
dass a < b gilt. Damit gilt auch (a < b) V (¢ = b). In Kurzform geschrieben
bedeutet dies a < b. n

Wir halten fest

Ausdruck | Aussprache Bedingung Abkiirzung fiir

AV B A oder B A, B ist Aussage | —

AAB entweder A oder B | A, B ist Aussage | (AA (=B))V ((-mA) A B)
a<b a kleinergleich b a,beZ ((a <b)V(a=0D))

a>b a groBergleich b a,be’Z ((a>0b)V(a=0))

Nachdem wir gesehen haben, wie wir eine oder-Aussage nachweisen kénnen, schau-
en wir uns nun an, wie wir aus einer geltenden oder-Aussage AV B auf eine andere
Aussage C' schliet. Wahrend AV B besagt, dass mindestens eine der beiden Aussa-
gen gilt, wissen wir im Allgemeinen nicht, welche der beiden Aussagen tatséichlich
wahr ist. Wenn C' aber sowohl aus A als auch als B folgt, dann spielt dieses Un-
wissen keine Rolle.

Diese Uberlegung ist der Hintergrund fiir den Beweisschritt mit Namen Fallunter-
scheidung:

e Im ersten Fall gehen wir von A aus und zeigen C.
e Im zweiten Fall gehen wir von B aus und zeigen C'.

Sind beide Fille erfolgreich abgearbeitet, so gilt C.

Merkregel Vg: Um nachzuweisen, dass eine oder-Aussage A V B eine
¥ weitere Aussage C' impliziert, zeigen wir (A = () und (B = C). Dieser
Beweisschritt heifit Fallunterscheidung.
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Wir illustrieren die Fallunterscheidung, indem wir die folgende Aussage beweisen

VaeZ:VbeZ:a<b=(IneNy:a+n=>»). (1.28)

Wir gehen von a,b € Z aus. Zum Nachweis der Implikation nehmen wir a < b
an, was in Langform (a < b) V (a = b) bedeutet.

Idealform e Im Fall a < b gibt es ein n € N mit a +n = b. Da auch n € Ny gilt,
Ve folgern wir In € Ng: a +n = b.

Idealform e Im Fall a = b ist auch a + 0 = b. Wegen 0 € Ny folgern wir wieder
VB dneNy:a+n=>0.m

Aufgabe 1.24. Zeigen Sie
VaceZ:VbeZ:a<bs (IneNy:a+n=0»>).

Aufgabe 1.25. Geben Sie eine Beweisschablone fiir folgende Nutzungsregel
an: Um nachzuweisen, dass eine Aussage (A V B) V C eine weitere Aussage D
impliziert, zeigen wir (A = D), (B = D) und (C' = D).

Aufgabe 1.26. Geben Sie eine Beweisschablone dafiir an, dass die V-Verkniip-
fung assoziativ ist, d.h. fiir Aussagen A, B und C' gilt

(AVB)VC < AV (BV(O).

Aufgabe 1.27. Geben Sie eine Beweisschablone dafiir an, dass die A-Verkniip-
fung assoziativ ist, d.h. fiir Aussagen A, B und C' gilt

(AAB)ANC < AN (BAC).

Eine weitere Moglichkeit eine Menge anzugeben, ist die Angabe von Bedingungen.
Wir illustrieren dies anhand der Menge der ganzen Zahlen — diese lasst sich auch
wie folgt angeben

Z={m:((meN)V(m=0))V(—meN)} (1.29)
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1.7 Oder-Aussagen

m ist also ein Element von Z, wenn m die Bedingung hinter dem Doppelpunkt,
also ((m € N)V (m = 0)) V (—m € N), erfiillt. Dies konnen wir auch als Regel
formulieren:

Vm:meZ< (meN)V(m=0))V(—meN). (1.30)
Eine Menge kann auch mit Elementbedingung angegeben werden, z. B. bedeutet
N27::{mEN:mZ7}

die Menge aller natiirlichen Zahlen > 7; die Elementbedingung steht vor dem
Doppelpunkt. Elemente aus N werden hier ,ausgesondert®. Die zugehorige fiir-
alle-Aussage ist in diesem Fall

VmeN:meNs;, &m>7.

Wird der Wert eines Ausdrucks fiir verschiedene Félle erklart, so sprechen wir von
einem bedingten Ausdruck. Als wichtiges Beispiel betrachten wir den Absolutbetrag
|z| einer ganzen Zahl z. Im Fall z > 0 ist der Ausdruck |z| durch z selbst und im
gegenteiligen Fall =(x > 0) durch —x gegeben. Den bedingten Ausdruck notieren
wir in der Form

{x, falls x > 0

—x, sonst,

wobei wir |z| wie gewohnt als Abkiirzung einfiihren.

Ausdruck | Aussprache | Bedingung | Abkiirzung fiir
{x, falls x > 0

—x, sonst

|| Betrag von z | v € Z

Als erstes Beispiel zeigen wir, dass der Absolutbetrag einer ganzen Zahl stets grofier
oder gleich Null ist:

Ve eZ:|z| > 0. (1.31)

Fiir den Beweis von (1.31) benutzen wir folgende Hilfsaussage
Vm € Z:—(m>0)= (m<0). (1.32)

Wir beweisen zunéchst (1.32):
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Wir gehen von einem Objekt m aus und nehmen an, dass m € Z gilt. Wenden
wir die Regel (1.30)

VeeZ: (zreN)V(x=0))V((—z) eN)
auf m an, so kénnen wir mit der resultierenden oder-Aussage eine Fallunter-
scheidung durchfiihren.

o Ist (—m) € N dann ist wegen m + (—m) = 0 der Existenznachweis fiir
m < 0 gefiihrt.

e Im Fall (m € N) V (m = 0) fithren wir wieder eine Fallunterscheidung
durch.

— Im Fall m = 0 erhalten wir sofort auch m > 0. Da dies im Wi-
derspruch zur Annahme —(m > 0) steht, konnen wir auf m < 0
schliefen (Merkregel ,, Aus Falschem folgt alles“).

— Im Fall m € N wissen wir, dass wegen Vn € N : n > 0 durch
Anwendung auf m zunéchst m > 0 und damit auch m > 0 folgt.
Erneut gilt in dieser widerspriichlichen Situation jede Aussage und
damit auch m < 0 (Merkregel ,,Aus Falschem folgt alles“).

Insgesamt liefern alle Félle die gleiche Aussage m < 0, so dass beide Fallunter-
scheidungen erfolgreich schlieffen m

Bei einer oder-Aussage der Form
AV (—A) (1.33)

handelt es sich um eine sogenannte Tautologie — eine Aussage, die stets wahr ist.

Merkregel ,,tertium non datur*: Fiir jede beliebige Aussage A gilt:
¥ AV (-A), d.h. es gilt A oder es gilt (mA), eine dritte Moglichkeit gibt es
nicht.

Aus (1.33) bzw. der Merkregel , tertium non datur® folgt daher
VeeZ:(m>0)V—(m>D0).
In Kombination mit (1.32) erhalten wir daher

VmeZ:(m>0)V(m<O0). (1.34)
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Nun beweisen wir (1.31):

Zum Nachweis von
Ve €Z:|z| >0

gehen wir von einem Objekt € Z aus und missen |z| > 0 nachweisen.
Basierend auf der oder-Aussage (1.34) fithren wir eine Fallunterscheidung durch
mit den Féllen (z > 0) und (x < 0).

e Im Fall (x > 0) liefert der bedingte Ausdruck den Wert z, so dass |z| =
gilt. Wegen x > 0 ist also auch |z| > 0.

e Im Fall (x < 0) ist |z| = —z. Nach (1.25) gilt (z < 0) & (—2 > 0). Somit
ist x| = —x >0,d.h. [z]| >0. =

Jede ganze Zahl ist kleinergleich ihrem Absolutbetrag, d.h.
VaeZ:a<|al (1.35)
Wir gehen wieder von einer ganzen Zahl a aus und haben wegen (1.34) zwei

Félle: Im Fall von a > 0 ist |a| = @ und somit |a| > a. Im Fall von (a < 0) und
la| = —a. Wegen (a < 0) gibt es ein k € N, so dass

a+k=0.
Addition von (—a) auf beiden Seiten liefert
k=—-a=0+k=—a.

Somit gibt es ein £ € N, so dass 0 + k = —a, d.h. (0 < —a). Wegen (a <
0) A (0 < —a) A (Ja| = —a), folgt

a <0< —a=|al, also |a|] > a = |a] > a.

In beiden Fillen ist also |a| > a. =

In vollig analoger Weise zeigen wir

Va€Z:—a<|al. (1.36)
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Eine der wichtigsten Ungleichungen ist die sogenannte Dreiecksungleichung. Sie
besagt, dass der Absolutbetrag einer Summe von ganzen Zahlen stets kleinergleich
der Summe der einzelnen Absolutbetréige ist:

Va€Z:VbeZ: |a+b| <l|a|+ b (1.37)

Zum Nachweis gehen wir von ganzen Zahlen a und b aus. Wir fithren eine
Fallunterscheidung durch. Wegen (1.34) untersuchen wir die Félle (a + b > 0)
und (a +b < 0).

e Im Fall (a+b > 0) gilt |a +b| = a+ b. Mit (1.35) gilt a < |a| bzw.
b < |b|. Daraus folgt mit einer Regel iiber den Umgang mit Ungleichungen
(Aufgabe 1.30)

la+ bl =a+b<|a|l+ |b|.

e Im Fall von (a+ b < 0) gilt mit (1.36)
la+b] = —(a+b) = (=a) + (=b) < |a] + [b].
Also gilt
|a+b] < |a] + [b]

in beiden Fallen. m

Aufgabe 1.28. Zeigen Sie die folgende Regel
Va€Z:VmeZ:(m>a)V(m<a).
Aufgabe 1.29. Zeigen Sie
(i) Va € Z: | —al = |a
(ii) Va € Z:Yb € Z: |a-b| = |a] - |b]
(i) YVa € Z :Yb € Z : |a—b| > |a|] — |b|

Aufgabe 1.30. Zeigen Sie die folgenden Regeln fiir den Umgang mit Unglei-
chungen:

(i) Va€Z:VbeZ :NceZ:NdeZ: (a<b)A(c<d)= (a+c<b+d).
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(ii) Vae Z:YoeZ :VYneN:(a<b)=(n-a<n-b)
(iii) Va e N:VbeN:Vme N:VneN: (a<b)A(m<n)=(a-m<b-n).

1.8 Negationen von Existenz- und fiir-alle-Aussagen

Negationen von Existenzaussagen stehen im direkten Zusammenhang zu fiir-alle-
Aussagen und umgekehrt. Wir betrachten hierzu die Aussage

—(3In € N:n <0),
die intuitiv in einem engen Bezug zur fiir-alle-Aussage
VneN:n>0

steht. Um diesen Zusammenhang allgemein herauszuarbeiten, gehen wir von einer
Nicht-Existenzaussage der Form

~(3r € M : A(z))

aus, wobei A(x) fiir eine z-abhéngige Aussage steht (in unserem Beispiel ist M = N
und A(z) = (¢ < 0)). Dann kénnen wir uns in einer Beweisschablone davon
iiberzeugen, dass

Ve e M : —A(x)
gilt, d.h.
—(dr e M : Ax)) = Ve e M : —-A(x).
Zum Nachweis der Implikation gehen wir von —(3x € M : A(x)) aus. Zum Nach-
weis der fiir-alle-Aussage gehen wir von x € M aus. In einem indirekten Beweis
nehmen wir an, dass A(x) gilt. Dann gilt aber auch 3 € M : A(x). Zusammen

mit der Voraussetzung ist dies ein Widerspruch 4. Folglich gilt =A(z), womit die
fiir-alle-Aussage gezeigt ist.

Es gilt auch die Implikation

Ve e M : —A(x) = ~(3z € M : A(x)).
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In einem direkten Beweis gehen wir von Vo € M : —A(z) aus und zeigen die
Negationsaussage indirekt. Sei dazu 3x € M : A(x) wahr. Wir wihlen ein entspre-
chendes Objekt  und wenden hierauf die fiir-alle-Aussage an. Es gilt dann sowohl
A(x) als auch =A(z)4. Damit ist ~(3x € M : A(x)) gezeigt. m

Insgesamt gilt daher
—(Fx e M : A(x)) & Vo e M : -A(z).

Merkregel Existenzaussage negieren: Wir erhalten die Negation einer
¥ Existenzaussage, indem wir eine fiir-alle-Aussage bilden und die Ausgangs-
aussage negieren.

Wenn eine fiir-alle-Aussage nicht gilt, dann muss es mindestens ein Element der
zugrunde liegenden Menge geben, welches die Eigenschaft nicht hat. Fiir den Nach-
weis einer Existenzaussage benutzen wir die Merkregel dy, d.h. wir geben ein Bei-
spielobjekt an, welches die Bedingungen der Existenzaussage erfiillt. Ein solches
Beispiel heifit dann ein Gegenbeispiel der (nicht geltenden) fiir-alle-Aussage. Wir
fassen zusammen:

Merkregel Existenz eines Gegenbeispiels: Wir erhalten die Negation
gﬁ einer fiir-alle-Aussage, wenn wir ein Beispiel mit der gegenteiligen Eigen-
schaft finden.

Zur Illustration der Anwendung der Merkregel , Existenzaussage negieren* zeigen
wir 3 1 22.

Fiir den Nachweis machen wir Gebrauch von folgendem Axiom, welches die Struk-
tur der ganzen Zahlen widerspiegelt: Zwischen einer ganzen Zahl n und n + 1 gibt
es keine ganze Zahl, d.h.

VneZ:=(ImeZ: (n<m)A(m<n+1)). (1.38)

Die Aussage 3122 ist eine Abkiirzung fiir
—~(FkeZ:22=k-3).
Wie wir oben gesehen haben, ist diese Aussage dquivalent zu
VkeZ:22+#k-3.

Bevor wir die Aussage zeigen, noch weitere Voriiberlegungen: Nach Aufgabe
1.28 gilt
Va€Z:YmeZ:(m>a)V(m<a). (1.39)
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Angewandt auf a = 8 und m = k erhalten wir
VkeZ:(k>8)V(k<S38). (1.40)

Wir fithren nun eine Fallunterscheidung geméf (1.40) durch

e Im Fall £ € Z mit k& > 8 gilt mit den Regeln fiir Ungleichungen (Aufgabe
1.30)
3k > 24 > 22.

Mit (1.26) ist wegen 22 < 3k auch 22 # 3k. Somit gilt fiir & € Z mit
k > 8 daher 3k # 22.

e Im Fall k£ € Z mit k£ < 8 folgt mit dem Axiom (1.38) & < 7. Mit den
Regeln fiir Ungleichungen (Aufgabe 1.30)

3k < 21 < 22,

Mit (1.26) ist wegen 22 < 3k auch 22 # 3k. Somit gilt fiir k& € Z mit
k < 8 daher 3k # 22. m

Beide Fille schliefen mit demselben Ergebnis. Mithin gilt
Vk €Z:22 +# 3k < 3122.

Dies war zu zeigen. m

Analog zeigen wir
211, (1.41)

Wir wenden (1.39) auf 1 und k anstelle von a und m an. Daraus ergeben sich
die Félle £ > 1 und k£ < 1 nach denen wir eine Fallunterscheidung durchfiihren.

e Fiir alle k € Z mit k > 1 gilt 2k > 2 > 1 und somit 2k # 1.
e Fiir alle k € Z mit k <0 gilt 2k < 0 < 1 und damit 2k # 1.
Insgesamt gilt also: VkE € Z : 2k #1,d.h. 21 1. =
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