Vorkurs 2019, Blatt 16, Losungsvorschlige

Aufgabe 74. Es seien a : N — Z,n — a, und b : N — Z,n — b,. Ferner seien
«, B € Z. Schreiben Sie die folgenden Ausdriicke mit einem Summensymbol

() 1+3+5+7+9+11+13
(i) 49 + 149425+ 16 + 4 + 36

n—2
(111) Qp_1+ a1 + E ap + ag
k=3

(iv) oz-zn:ak—l—ﬁ' Zn:bm.
k=1 m=2

(i) Es gilt
7

143+5+7+9+11+13=) (2k—1).
k=1
(ii) Es gilt
7

49+1+9+25+16+4+36:Zk2.
k=1

(iii) Wir fithren eine Fallunterscheidung durch:

e Fiir n — 2 > k = 3 erhalten wir n > 5 und damit:

n—2 n—1
an_1+a1-|-2 ar + ag = E Q.
k=3 k=1

e Fiir n — 2 < k = 3 ist n < 5 und weiter

3
)

ap = 07
k=3
also gilt
n—2
n-1+ a1+ Zak +az = a1+ a1 + as.
k=3

Aus der Schreibweise a,,—1 und n € N ergibt sich n > 2, insgesamt er-
halten wir hier also 2 < n < 5. Daraus ergeben sich 3 weitere Unterfille:



Aufgabe 75. Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion

n n+1 n
) YneN:Ya =Y a (i) VneN:Y K= n(n + 1)6(2n+ o)
=t k=2 k=1




Die linke stimmt mit der rechten Seite tiberein, also gilt A(1).
IS: Es gelte A(n) fiir ein n € N, d.h.

n+1

n
E ap = E Qp—1.-
k=1 k=2

7 zeigen ist
n+1 n+2

E Qp = E Qp—1.-
k=1 k=2

Es gilt

n+1 n+1 n+1 n—+2

E ap = E ay + an+1 E Qf—1 + Apt1 = E k-1 + Q(nt+2)—1 = E af—1-
k=2 k=2 k=2

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. Nach dem Beweisverfahren der
vollstédndigen Induktion gilt A(n) fir allen € N. m

Fiir n € N sei A(n) die Aussage

, nm+1)2n+1)
Zk ; :

IA: Fir n =1 gilt

Z162:12:1:1<1+1)(2+1):§
6 6

k=1

Also gilt A(1).
IS: Es gelte A(n) fiir ein n € N, d.h.

Zkz +1)@2n+1)

7 zeigen ist

ntl s (+1)n+2)2n+1)+1) (n+1)(n+2)(2n+3)
Zk:

6 6

(n +3n+2)(2n+3) 20 +9n?+13n+6
6 - 6 ’




zu zeigen ist also

ZkQ _ 2n3+9n26+ 13n + 6 )
k=1
Es gilt

n+1 n 1)(2 1

SN=YE+Mm+1)?= ik )6( nt1) + (n+1)°

k=1 k=1

_n(n+1)(2n+1)+6(n+1)*>  (2n® 4 3n® +n) + (6n° + 12n + 6)

B 6 B 6

20+ 90’ +13n+6

6

Also ist (1) und damit der Induktionsschritt gezeigt. Nach dem Beweisver-
fahren der vollstdndigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € N. m

Aufgabe 76. Es seien

A={neN:1<n<25}und B:={n e N:17 <n <40}.

Berechnen Sie

Q) Y k i) Yk (i) Y k (iv) Y K

ke AUB k€eAnB k€A\B k€eAUB
Es gilt

AUB={neN:1<n<40}
AB={neN:1<n<16}
ANB={neN:17<n <25}



Somit gilt mit der Gaufischen Summenformel

40
40 - 41
i k=Y k=—"=20-41=82
O 5 0 820

ke AUB k=1
16
) 16 - 17
(ii) Zk_Zk_T_8-17—136
ke A\B k=1
16
25-26 16-1
G) S k=3 k=S k- > = L
ke ANB k=17 k=1

:13-25—8-17:325—136:189

40
. i) 40(40 +1)(2-40+1) 40-41-81
Y =Y # ATE() - — 29140.
(1V> ke AUB k=1 6 6

Aufgabe 77. Esseia: N — Q,n + a,. Hier bezeichnet Q die Menge der rationalen
Zahlen. Wir definieren .

[ [ a

k=1

rekursiv durch
n+1

Hak = ap und Hak —Hak Gpit-

Beweisen Sie mittels Vollstandlger Induktlon
k+9 n+1
eN: H =2k

k=1

In der Vorlesung haben wir die Summenformel
1)
Vne N: Z p= ot D)

gezeigt. Angewendet auf (n + 1) erhalten wir

=, (m+hn+2)
;k— 5 .



Die Behauptung ist also dquivalent zu

[A: Fiir n =1 gilt

ﬁk+2 1+2 _,_(1+Da+2) 23
k - 2 2
k=1
Also gilt A(1).
IS: Es gelte A(n) fiir ein n € N, d.h.

T h+2 (n+1)(n+2)_

k 2
k=1
Zu zeigen ist
k2 (n+2)(n+3)
ko 2
k=1
Es gilt
n+1

ﬁk;+2'n+31_v (n+1(n+2) n+3 _ (n+2)(n+3)
k- n+1 2 n+1 2 ‘

i IZI

= k=1

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. Nach dem Beweisverfahren der
vollstéandigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € N. =

Zusatzaufgabe 17. Bekanntlich hat ein Schachbrett 64 Felder. Auf das 1. Feld wird
nun 1 Reiskorn gelegt, auf das 2. Feld 2 Reiskdérner, auf das 3. Feld 4 Reiskorner,
usw. Auf ein Feld kommt jeweils doppelt soviel wie auf das vorangegangene; dabei
vernachléssigen wir, dass die Felder wohlméoglich zu klein fiir die Reiskorner werden.
Berechnen Sie die exakte Anzahl der Reiskorner auf dem Schachbrett und weisen Sie
die Richtigkeit Ihrer Antwort nach.



Es sei n € Ny. Dann behaupten wir

Zz’f ontl 1, (2)

Diese Aussage angewandt auf die Aufgabe erhalten wir mit n = 63: Die Summe
aller Reiskorner auf dem Schachbrett ist 264 — 1. Wir beweisen nun die Aussage
(2) mit vollstandiger Induktion. Es sei A(n) die Aussage

Z ok _ on+l _

IA: Fiir n = 0 (wir wéhlen hier als Induktionsanfang 0 und nicht 1) erhalten wir

0
ZQk:2°:1:2°+1—1.
k=0

Also gilt A(0).
IS: Es gelte die Aussage A(n) fiir ein n € Ny. Zu zeigen ist

n+1

PIPAEPAEENE
k=0
Wir haben
n+1 n
ZQk _ 22k+2n+1 1;72714-1 . 1+2n+1 — 2'2n+1 —1= 2n+2 —1.
k=0 k=0

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. Nach dem Beweisverfahren der
vollsténdigen Induktion gilt A(n) fiir alle n € Ny. [
Bemerkung: Zur Ubung kénnen Sie fiir ¢ € R\{1} die geometrische Summen-

formel zeigen
w . qn+1 -1
=2t
k=0 a=1

Fiir ¢ = 2 ergibt sich als Spezialfall die Aussage (2). Welche Aussage ergibt sich
fiir g =17



