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Motivation/Prinzip der Kodierungstheorie

. Nachricht als Vektor mit Eintrdgen aus einem endlichen
Uo

Korper:u=| : | €Tk

Uk—1
. Durch Hinzuflgen redundanter Information erhalt man aus
der Nachricht u das Kodewort v € F" mit n > k.
. v wird an Empfanger gesendet; je nach Kanal kénnen
verschiedene Arten von Fehlern auftreten (Ausléschungen,
Vertauschungen, falsche Symbole)

. Dekodierung: Rekonstruktion von u aus (fehlerhaftem) v
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Beispiel: ISBN-Nummern

ISBN-Nummer:
9 Stellen mit Information z4, ..., zg,
letzte Stelle z1o := .7 ,i-z mod 11 ist Priifziffer

Beispiel: 074755442-0 (Harry Potter and the Goblet of Fire)
1. u=(z,...,2)" =(0,7,4,7,5,5,4,4,2)" € IF$,
2. 210=187=0 mod 11,
v=(z1,...,210) =(0,7,4,7,5,5,4,4,2,0)" € F}?
Erkannt wird, wenn
e eine Ziffer falsch ist
e zwei aufeinanderfolgende Ziffern vertauscht werden



Lineare Blockcodes
Definition
Ein linearer (n, k) Blockcode C ist ein k dimensionaler
Unterraum des Vektorraumes F". Es existiert G € F7*k mit

vollem Rang, so dass C = {v € F" | v = Gu fiir ein u € Fk},

G heif3t Generatormatrix und % Rate von C.
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Lineare Blockcodes
Definition
Ein linearer (n, k) Blockcode C ist ein k dimensionaler
Unterraum des Vektorraumes F". Es existiert G € F7*k mit

vollem Rang, so dass C = {v € F" | v = Gu firr ein u € F¥}.
G heif3t Generatormatrix und % Rate von C.

- A lo 10x9
Beispiel (ISBN): G = <1 5345086 78 9> eF
Definition
Das Hamming-Gewicht von v = (v4,...,v,)" € F" ist die

Anzahl der Eintrdge mit v; # 0. Der Minimalabstand von C ist
Omin = minv,f/ec,v;ﬁﬁ Wt(V - ‘A/) = minveC,v#O Wt(V).

Beispiel (ISBN): dmin = 2
Theorem (Singleton-Schranke)
Omin <nh—k+1



Faltungscodes

Definition
Sei G ¢ F[z]"*k von vollem Spaltenrang. Dann heif3t
¢ ={veF[z]" | v(z) = G(z)u(z) fir ein u € F[z]*}.

Faltungscode der Rate k/n. Die Generatormatrix G von ¢ ist
eindeutig bis auf Multiplikation mit einer unimodularer Matrix
U € GLk(F[z]).

Nachricht: up, uy,... = u(z) = : + : " ZA4

Codewort: v(z) = G(z)u(z) = Co |+ : Sz
= Vg, V1, .. Vn—1 Vop—1
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Faltungscodes

Definition
Eine Minore einer rechteckigen Matrix ist die Determinante
einer quadratischen Teilmatrix.

Definition

Der Grad § von ¢ ist definiert als der maximale Grad der
k x k-Minoren, d.h. der Minoren maximaler Groe, von G.
Seien 41, ..., die Grade der Spalten von G. Dann gilt
0<d1+ -+ dundfalls 6 =y + -+ o, nennt man G
minimale Generatormatrix.
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Definition
Eine Minore einer rechteckigen Matrix ist die Determinante
einer quadratischen Teilmatrix.

Definition

Der Grad § von ¢ ist definiert als der maximale Grad der
k x k-Minoren, d.h. der Minoren maximaler Groe, von G.
Seien 41, ..., die Grade der Spalten von G. Dann gilt
0<d1+ -+ dundfalls 6 =y + -+ o, nennt man G
minimale Generatormatrix.

Definition
Falls G rechtsprim ist, d.h. falls G(z) fur alle z € F vollen

Spaltenrang besitzt, existiert eine sog. Kontrollmatrix
H e F[z]("~%)*" von vollem Rang, so dass

¢ ={veF[z]"| Hz)v(z) =0 e F[z]"*}.
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MDP Faltungscodes
Definition
Fir j € Ny ist der j-te Spaltenabstand von ¢ definiert als
j
df(€) := min {Z wt(Ve) | v € Cund v # O} :
t=0
Theorem (GRS 2006)
de(€) < (n—k)(j+ 1) +1

Definition
Ein Faltungscode ¢ mit Rate k/n und Grad ¢ hei3t MDP falls

gP(€) = (n—K)(+1)+1 firj=0,....L:= {iMnka

GRS 2006: H. Gluesing-Luerssen, J. Rosenthal, and R. Smarandache. Strongly MDS
convolutional codes. IEEE Trans. Inform. Theory, 52(2):584—-598, 2006.



MDP Faltungscodes

Theorem (GRS 2006)

G(z) =YL G,z'eIF[z]”Xk und H(z) = >j_ OHz E Ie[lz]=o
seien Generator— bzw. Kontrollmatrix von ¢. Aquivalent sind:
(i) € ist MDP, G 0
0

(i) Jede Minore maximaler Gré3e von G, = E .
G ... G
mit G; = 0 fdr i > p, die nicht trivialerweise Null ist, d.h. Null fir
Jjede Wahl von Gy, ..., Gy, ist ungleich Null. H 0

0

(iii) Jede Minore maximaler GréBe von H, = A
H ... H
mit H; = 0 fir i > v, die nicht trivialerweise Null ist, ist ungleich
Null. Diese Minoren ergeben sich durch Auswahl von Spalten
mitIndizes 1 <j; <--- < j(j+1)(n—k) SO dassjs(n,k) < sn fir
s=1,...,L.

25



Reversible MDP Faltungscodes

Definition (H 2008)

Sei € ein (n, k, ¢) Faltungscode mit minimaler Generatormatrix
G. Setze gj(z) := 2%gjj(z~"). Dann ist der Code € mit
Generatormatrix G ebenfalls ein (n, k, §) Faltungscode, der
invertierter Code zu ¢ genannt wird.

Esgqilt: o+ +vgz9eC & vyg+---+ywziec

Definition (TRS 2012)

Sei ¢ ein MDP Faltungscode. Wenn € ebenfalls MDP ist, so
nennt man € einen reversiblen MDP Faltungscode.

H 2008: R. Hutchinson. The existence of strongly MDS convolutional codes. SIAM J.
Control Optim., 47(6):2812—-2826, 2008.

TRS 2012: V. Tomas, J. Rosenthal and R. Smarandache. Decoding of Convolutional
Codes Over the Erasure Channel. IEEE Trans. Inf. Theory 58(1), 2012.



Reversible MDP Faltungscodes

Bemerkung

Falls (n— k)| 6 und H(z) = Hy + - - - + H,z" eine Kontrollmatrix
des MDP Codes ¢ ist, hat der invertierte Code ¢ die
Kontrollmatrix H(z) = H, + - - - + Hyz". Folglich ist € genau
dann reversibel MDP wenn jede Minore maximaler GréBe der

Matrix

H, -~ H, |
L= :
0 H,
gebildet aus Spalten mit Indizes ji, . . ., ji1+1)(n—k) SO dass

Js(n—k)+1 > sn firs=1,..., L ungleich Null ist.
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Vollstandige MDP Faltungscodes

Definition (TRS 2012)

Seienk < n,(n—k)|dund

H(z) = Hy + Hiz + - - - H,z" € F[z]("~K)*" gine Kontrollmatrix
des Faltungscodes ¢ mit Rate k/n und Grad 6. Dann heif3t

H, --- Hy 0
. ) € FL+D(—K)x (v+L+1)n

0 H, - Ho

partielle Kontrolimatrix des Codes. Desweiteren heif3t € ein
vollstandiger MDP Faltungscode, falls fir die partielle
Kontrollmatrix gilt, dass jede Minore maximaler Gré3e, die nicht
trivialerweise gleich Null ist, ungleich Null ist.

Diese Bedingung kann nur erfillt sein, falls (n — k) | 6.
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Vollstandige MDP Faltungscodes

Bemerkung (TRS 2012)
Eine Minore maximaler Gré3e von $) gebildet aus den Spalten
J1s -5 J(L+1)(n—k) ISt genau dann nicht trivialerweise Null wenn
(i) jos41 > sn
(i) jos < sn+wvn
firs=1,...,L.

Bemerkung (TRS 2012)

Jeder vollstdndige MDP Faltungscode ist ein reversibler MDP
Faltungscode, da die Matrizen H, und $, Teilmatrizen von $)
mit identischer Zeilenzahl sind.
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Existenz von MDP Faltungsodes

Theorem (TRS 2012)

Seien n, k,6 € N mit k < n. Dann existiert ein reversibler MDP

(n, k, 9) Faltungscode, falls der zugrundeliegende Kérper
hinreichend groi3 ist.
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Existenz von MDP Faltungsodes

Theorem (TRS 2012)

Seien n, k,6 € N mit k < n. Dann existiert ein reversibler MDP

(n, k, 9) Faltungscode, falls der zugrundeliegende Kérper
hinreichend groi3 ist.

Theorem (L 2017)

Seien n, k,0 € N mitk < nund (n— k) | 6. Dann existiert ein
vollstdndiger MDP (n, k, 0) Faltungscode, falls der
zugrundeliegende Kérper hinreichend grof3 ist.
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Superregulare Matrizen

Definition
a 0
Eine Toeplitz-Matrix der Form o € F™*" heif3t

superregular, falls alle ihre Minoren, die nicht trivialerweise
Null sind, ungleich Null sind.

Bemerkung

Man kann den Begriff der Superregularitét fiir Matrizen
beliebiger Strukturen definieren, deren Minoren, die nicht
trivialerweise Null sind, ungleich Null sind.

14/25



Konstruktion von vollstandigen MDP Faltungscodes

Lemma (GRS 2006)
Fiir a, b_e N mitb < a sei

1 0
()
X3 = (be1> € Z#4.
1
| 0 1 (p21) H 1]

und X := (X;f,’)j’:’::::j’:: sei gebildet aus den Zeilen

1<ij<---<ir<aundSpalten1 < j; <--- <j, < avonXP.

Dann gilt det(X) > 0 unddet(X) >0 < jie {ii—b,...,i} fir
[=1,...,r.
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Konstruktion von vollstandigen MDP Faltungscodes

Theorem (L 2017)

Seienn,k,0 e Nmitk < nund (n—Kk) | .
1. Setzev=0/(n—k),a:=(v+L+1)nsowieb:=vn+ k.
2. Berechne X%.
3. Streiche die ersten vn + k Zeilen von X%.

4. Abwechselnd wéhle n — k Zeilen von X2 und streiche k
Zeilen von X5.
Die resultierende Matrix ist eine partielle Kontrollmatrix eines
vollstdndigen MDP (n, k, ¢) Faltungscodes, falls die
Charakteristik des zugrundeliegenden Kérpers gréBer als

(L1/5(7/Jrr1ik)J)(nik)(L+1) ((n—k)(L+ 1))1/2(n7k)(L+1) -

Bemerkung

Flir die Charakteristik: Die Determinante einer A x A-Matrix mit
gréBtem Eintrag gleich B ist héchstens BA - AA/2.



Konstruktion von vollstandigen MDP Faltungscodes

Beispiel
Konstruktion eines vollstdndigen MDP (3,1, 4) Faltungscodes:
v=2,L=4undvn+ k =7. Man erhdlt die Kontrollmatrix

H(Z):H0+H1Z+H222mitH2:[1 [ :|,

01 7
35 35 21

e 7 10
7121 35 35 21 7 1

Kérper mit Charakteristik gréBer als (3)°7(2-7)7 ~ 4,36 - 102,

] und Hy = [ ] liber einem
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Konstruktion von vollstandigen MDP Faltungscodes

Proposition (ANP 2016)
Sei a ein primitives Element des endlichen Kérpers F = F o
und B = [b; ] eine Matrix tiber F mit den folgenden
Eigenschaften:

1. falls bj; # 0, dann b;; = o/ fiir eine natirliche Zahl p;

2. falls by =0, dann by ; = 0 fir alle i’ > i oder b; = 0 fiir

allel' < I

3. falls! < I, by # 0 undb;y #0, dann2p;; < Bjr

4. fallsi <1, bi; # 0 und by ; # 0, dann 283 ; < By .
Sei N gréBer als jeder Exponent von «, der als nichttrivialer
Summand bei der Berechnung einer beliebigen Minore von B
auftritt. Dann ist B superregulér, d.h. alle Minoren, die nicht
trivialerweise Null sind, sind ungleich Null.
ANP 2016: P.J. Aimeida, D. Napp and R. Pinto. Superregular matrices and applications

to convolutional codes. Linear Algebra and its Applications 499, 1-25, 2016. 1805



Konstruktion von vollstandigen MDP Faltungscodes

Theorem (L 2017)

Seienn,k,d e Nmitk < nund(n—Kk)|d und sei o ein
primitives Element des endlichen Korpers IF = F v mit

N > (L+1) - 20+2n=k=1_ Dann jst H(z) = Y"1_, H;z' mit

in (i+1)n—1
Oéz coo 042

Hi = : : firi=0,...,v=

i+1)n—k—1 i+2)n—k—2
Oé2( ) 000 Oéz( )

)
n—k

eine Kontrollmatrix eines vollstédndigen MDP (n, k, ¢)
Faltungscodes.
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Konstruktion von vollstandigen MDP Faltungscodes

Beispiel
Konstruktion eines vollstdndigen MDP (3,1, 4) Faltungscodes

(v=2,L=4): Setze H(z) = Hy + Hyz + Hoz? mit
2 4 8 16 32

(0 (0 o o
H - H =
0 O[2 O£4 a8 g UTA] a16 a32 a64 ’
298

w2 e dwihle N > 7. 210 ~ 213
2_[a128 0,256 a512}un wahie N > 1 - e

Im Gegensatz zur vorherigen Konstruktion kann die
Charakteristik des zugrundeliegenden Kérpers beliebig klein
gewdéhlt werden, allerdings ist die Kardinalitdt des Kérpers
selbst mindestens 272" = 27168  was deutlich gréBer ist als

Zuvor.
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Notwendige GrdRe des Koérpers fir die Existenz von
MDP Faltungscodes

Theorem (HST 2008)
Seien B, := ( (Br=D) 4 (L’ 1J)) und [F| > B;. Dann existiert

r—1
eine r x r superregulére Toeplltz -Matrix (berTF.
Es gelte (n — k) | 6 und [F| > B, 41)n—1)- Dann existiert ein

MDP (n, k, ¢) Faltungscode (berF.

Vermutung (GRS 2006)

Fiir | > 5 existiert eine superregulére | x I-Toeplitz-Matrix liber
}F2172.

HST 2008: R. Hutchinson, R. Smarandache, J. Trumpf. On superregular matrices and
MDP convolutional codes. Lin Alg Appl 428, 2585-2596.
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MDP Faltungscodes mit Rate 1/n und Grad 1

Theorem (L 2017)

Ein MDP (2,1,1) Faltungscode lberF existiert genau dann
wenn |F| > 3.

AuBerdem gilt in diesem Fall: MDP < vollstdndig MDP

Theorem (L 2017)

Fir n > 3 existiert ein MDP (n,1,1) Faltungscode (ber F
genau dann wenn |F| > n.
AuBerdem gilt in diesem Fall: MDP < reversibel MDP
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(n,n—1,1) MDP Faltungscodes fur n > 3

Bemerkung

Die MDP (n,n — 1, 1) Faltungscodes sind dual zu den MDP
(n,1,1) Faltungscodes, d.h. es gilt dieselbe Schranke fiir die
GréBe des Kérpers, namlich n.

Fir einen vollstdndigen MDP (n,n — 1,1) Faltungscode
benétigt man |F| > n+ 1.

23/25



(n,n—1,1) MDP Faltungscodes fur n > 3

Bemerkung

Die MDP (n,n— 1,1) Faltungscodes sind dual zu den MDP
(n,1,1) Faltungscodes, d.h. es gilt dieselbe Schranke fiir die
GréBe des Kérpers, namlich n.

Fir einen vollstdndigen MDP (n,n — 1,1) Faltungscode
benétigt man |F| > n+ 1.

Bemerkung

Die erforderliche Gréf3e des Kérpers fir einen MDP (n,n—1,1)
Faltungscode ist deutlich geringer als die erforderliche GréBe
des Kérpers flir eine superreguldre Toeplitz-Matrix, aus der
man einen solchen MDP Faltungscode konstruieren kann.



(n,n—1,1) MDP Faltungscodes fur n > 3

Bemerkung

Die MDP (n,n— 1,1) Faltungscodes sind dual zu den MDP
(n,1,1) Faltungscodes, d.h. es gilt dieselbe Schranke fiir die
GréBe des Kérpers, namlich n.

Fir einen vollstdndigen MDP (n,n — 1,1) Faltungscode
benétigt man |F| > n+ 1.

Bemerkung

Die erforderliche GréBe des Kérpers fir einen MDP (n,n—1,1)
Faltungscode ist deutlich geringer als die erforderliche GréBe
des Kérpers flir eine superreguldre Toeplitz-Matrix, aus der
man einen solchen MDP Faltungscode konstruieren kann.
Beispiel: ein MDP (5,1,1) Faltungscode existiert (iber Fs,
wéhrend eine (L+1)(n—1) x (L+ 1)(n— 1) superregulére
Toeplitz-Matrix firn =5 und L = 1 erst Uber F31 existiert.



(n,n—1,6) MDP Faltungscodes fiirn > 6 + 2

Theorem (L 2017)

Fallsé <n—-2,dh. k>d6undL =v =>4, sowie

|F| > (e — 1) - nt- Ll, dann existiert ein (n,n — 1,5) MDP
Faltungscode iberTF.
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(n,n—1,6) MDP Faltungscodes fiirn > 6 + 2

Theorem (L 2017)

Fallsé <n—-2,dh. k>d6undL =v =>4, sowie

|F| > (e — 1) - n* - L!, dann existiert ein (n,n —1,5) MDP
Faltungscode iberTF.

Bemerkung

Fir2 < 6 < n— 2 liefert diese Schranke ein besseres Ergebnis
als wenn man die vermutete Schranke 2(t+1)(n=1)-2 fjr
superregulére Toeplitz-Matrizen verwendet.
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(n,n—1,2) MDP Faltungscodes fiir n > 4

In diesem Fall gilt v =0 =2und L = 2.

Theorem (L 2017)

Fiir einen MDP Faltungscode mit diesen Parametern liegt die
erforderliche MindestgréBe des zugrundeliegenden Kérpers
zwischen2n —1 und1/2(n—1)(8n—2) + 1.
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erforderliche MindestgréBe des zugrundeliegenden Kérpers
zwischen2n —1 und1/2(n—1)(8n—2) + 1.

Bemerkung

(i) Fir n = 4 ist [F| > 9 notwendlig und |F| > 16 hinreichend.
Beispiel fiir einen MDP (4,3, 2) Faltungscode (ber Fq3:
Ho=(1,1,1,1), H1 =(1,2,3,4) und H> = (0,0,5,11).

Die notwendige Gréf3e des Koérpers fiir eine entsprechende
superregulére Toeplitz-Matrix wére 59.
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In diesem Fall gilt v =0 =2und L = 2.

Theorem (L 2017)

Fir einen MDP Faltungscode mit diesen Parametern liegt die
erforderliche MindestgréBe des zugrundeliegenden Kérpers
zwischen2n —1 und1/2(n—1)(8n—2) + 1.

Bemerkung

(i) Fir n = 4 ist [F| > 9 notwendlig und |F| > 16 hinreichend.

Beispiel fiir einen MDP (4,3, 2) Faltungscode (ber Fq3:

Ho=(1,1,1,1), H; =(1,2,3,4) und H, = (0,0,5,11).

Die notwendige Gréf3e des Koérpers fiir eine entsprechende

superregulére Toeplitz-Matrix wére 59.

(i) Hinreichend fiir reversibel: |F| > 3n?> —3n+ 2
Hinreichend fiir vollstandig: |F| > 5n° — 3n+ 2
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