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Zusammenfassung

In dieser Ausarbeitung wollen wir uns mit Tensoren beschéftigen und uns an-
sehen, inwiefern sie in der Physik, hier besonders in der Relativitédtstheorie,
Anwendung finden. So wie wir die Tensoren einfithren, kdnnen sie als Verallge-
meinerung von Matrizen angesehen werden. Wir werden die fiir Anwendungen
wichtigsten Notationen und formalen Eigenschaften von Tensoren besprechen
und dann {iberlegen, inwiefern solche Objekte gut dafiir geeignet sind, um die
Relativitédtstheorie darzustellen.
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1 Einfihrung

Bei der Beschreibung von physikalischen Phanomenen spielen Koordinatensysteme
immer eine wichtige Rolle: Wir sprechen dauernd vom Ort und von der Zeit. Fiir
viele physikalische Vorgidnge gibt es Koordinatensysteme, in denen die Beschreibung
des Vorgangs besonders einfach ist, gegeniiber solchen, in denen die Beschreibung eine
sehr komplizierte Form annimmt. Um darauf flexibel reagieren zu konnen, ist es gut,
sich mit dem Wechsel von Koordinatensystemen (mathematisch) auszukennen. Benut-
zen wir Koordinatensysteme, welche durch Vektorrdume dargestellt werden koénnen,
kommt hier das Stichwort “Basiswechsel” aus der linearen Algebra ins Spiel. Basis-
wechseln kommt in diesem Vortrag eine zentrale Bedeutung zu.

Andererseits ist es uns aber in der Physik wichtig, dass die Naturgesetze nicht von den
verwendeten Koordinaten abhéngen. Besonders schén und niitzlich ist also ein Kalkiil,
der sowohl Koordinatenwechsel méglich und einfach macht, als auch gleichzeitig eine
einheitliche (d.h. fiir alle Koordinatensysteme giiltige) Formulierung physikalischer Ge-
setze zuldsst. Genauer werden wir uns mit diesem Punkt (und der Motivation dafiir)
spéter in Abschnitt 4 beschéaftigen, wofiir wir die einfiihrenden Abschnitte aus [1] ver-
wenden werden. Auf der mathematischen Seite sind es — wie der Titel bereits sagt —

die Tensoren, die das Gewiinschte leisten sollen.

In Abschnitt 2 werden wir nun zunéchst die aus der linearen Algebra bereits bekannten
Themen kurz wiederholen, die fiir unsere weitere Arbeit besonders wichtig sind. Dabei
werden wir die Einsteinsche Summenkonvention verwenden, welche sich als hilfreich in
Bezug auf die Ubersichtlichkeit und Einfachheit der Rechenausdriicke erweisen wird.
In Abschnitt 3 kiimmern wir uns um die Einfithrung von Tensoren und die mathema-
tischen Grundlagen dazu. In Abschnitt 4 kénnen wir uns physikalische Anwendungen
ansehen, auch wenn wir zwischendurch schon immer wieder auf mégliche Anwendungen

hindeuten, um uns ein bisschen zu motivieren.

2 Die Einsteinsche Summenkonvention

Im folgenden seien immer K ein Korper, n € N, V' in n-dimensionaler K-Vektorraum,
V* der Dualraum von V, B = (by,...,b,) und B" = (¥},...,b),) Basen von V und
B* = (w',...,w") und B* = (W, ... ,w™) jeweils die zu B bzw. B’ dualen Basen von
V*. Die Stellung der Indizes (unten oder oben) wird unten erldutert. Zu einem Vektor
v € V bezeichnen wir mit v’ seine Koordinaten bzgl. B und mit v seine Koordinaten
bzgl. B'.

Wir verwenden in dieser Arbeit die Einsteinsche Summenkonvention: Tritt in ei-
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nem Rechenausdruck derselbe Index einmal unten und einmal oben auf, so wird iiber
ihn summiert (auch ohne Summenzeichen). Die Summationsgrenzen werden im-
mer aus dem Kontext klar (bei uns geht es immer von 1 bis n).

Die Darstellung von v € V durch seine Koordinaten, die wir iiblicherweise als v =
n

>~ v;b® schreiben, kann also mit Hilfe der Einsteinschen Summenkonvention geschrie-
gén werden als v = v'b; = v"b. Fiir a € V* machen wir es ganz dhnlich und schreiben
a=aqw' = dw.

Wie gewohnt kénnen wir den Basiswechsel von B nach B’ durch Koeffizienten einer
Basiswechselmatrix D = (d;)lgmgn darstellen als b; = d;b;. D sei ab jetzt also die
Basiswechselmatrix von B nach B’. Fiir die Koordinaten eines Vektors v € V ergibt
sich damit v" = dévj bzw. v* = ci;v’j, wobei die Jz die Koeffizienten der Inversen von

D bezeichnen, also D" = (d})1<; j<n- Fiir die dualen Basen erhalten wir als Transfor-
mationsregel w" = diw’ bzw. W' = diw"”. Fiir die Koordinaten eines Vektors o € V*
ergibt sich damit a; = djo; baw. o = d’a;.

Wir sehen hier, dass die Transformation der »* in dem Sinn “gegenldufig” zur Basis-
transformation in V ist, dass wir sie durch die v/ mit Hilfe der ci; darstellen, obwohl
wir fiir die Darstellung der b; durch b die d’ benutzten. Wéhrend wir also fiir die Basis-
transformation D verwenden, verwenden wir fiir die Koordinatentransformation D",
Wir nennen dieses Transformationsverhalten der Koordinaten in V' kontravariant.
Dagegen transformieren sich die Koordinaten in V* kovariant: Dort haben wir ndm-
lich o = Jéai (der Wechsel von “alten” zu “neuen” Koordinaten funktioniert also so wie
in V von der “alten” zur “neuen” Basis). Die Basis in V* transformiert sich dagegen kon-
travariant, so wie die Koordinaten in V. Damit konnen wir die Stellung der Indizes
rechtfertigen: Wir verwenden Indizes unten fiir kovariantes Transformationsverhal-
ten und oben fiir kontravariantes Transformationsverhalten. Die Elemente o« € V*
nennen wir auch Kovektoren aufgrund ihres Transformationsverhaltens. Wir sollten
hier bereits bemerken (und im Hinterkopf behalten!), dass die Redeweise von kovari-
antem und kontravariantem Transformationsverhalten relativ zu einem Basiswechsel

eingefiihrt wurde. Dieser Bezug ist wichtig! Das wird spéter noch deutlich.

Bei indizierten Grofsen mit zwei Indizes sprechen wir auch von Matrizen und verwenden
dann haufig einen Grofbuchstaben fiir die Matrix und den zugehorigen Kleinbuchsta-
ben fiir die Koeffizienten. Im Fall eines oberen und eines unteren Index steht dann der
obere fiir die Zeilen und der untere fiir Spalten der Matrixdarstellung. Bei zwei unteren
oder zwei oberen Indizes steht der erste fiir die Zeilen und der zweite fiir die Spalten.
Bei einer Matrixmultiplikation A- B kann also das, was auf Koordinatenebene passiert,
zum Beispiel durch Gleichungen wie (AB)g = ay;bl oder (AB)* = a’b’* beschrieben
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werden (die Stellung der Indizes héngt vom Transformationsverhalten ab). Dagegen

wiirde ein Ausdruck wie a”/b% dem (k, i)-ten Koeffizienten von B - A entsprechen.

Damit sind wir gewappnet fiir die Einfiihrung von Tensoren. Denn diese werden wir

letztendlich tiber ihr Transformationsverhalten definieren.

3 Mathematische Grundlagen iiber Tensoren

3.1 Definition und Notation von Tensoren

Wir werden Tensoren hier nicht wie in der linearen Algebra iiblich iiber das Tensor-
produkt von Vektorrdumen einfiihren, sondern eine ndher an den angestrebten Anwen-
dungen orientierte Vorgehensweise wéhlen. Bei Interesse kann es sich aber trotzdem
lohnen, sich zu {iberlegen, wie die beiden formalen Darstellungen miteinander in Ver-
bindung gebracht werden kénnen (betrachte dazu das Tensorprodukt ausschliefslich von
V und V* und Kopien davon). Wir werden eher konstruktiv vorgehen: Wir iiberlegen
uns immer, was wir haben wollen, und konstruieren die mathematischen Objekte dann
so, dass sie das leisten. An manchen Stellen machen wir uns aber auch klar, wie die

Ergebnisse in ein systematischeres mathematisches Geriist eingebaut werden kénnen.

Tensoren sollen Grofen mit Indizes sein, die sich wie oben kontravariant (fiir obere
Indizes) und kovariant (fiir untere Indizes) transformieren. Damit eigenen sie sich dann
namlich gut fiir physikalische Anwendungen, da Darstellungen mit Tensoren leicht an
verschiedene Koordinatensysteme angepasst werden konnen. Die Tensoren, die wir bis-
her kennengelernt haben, waren die Vektoren v € V und Kovektoren a € V*. Wir
verallgemeinern das nun auf Tensoren mit beliebiger Anzahl an Indizes, deren Trans-
formationsverhalten mit dem in V' zusammenhéngt. Die Indizes teilen sich auf in obere
und untere Indizes. Tensoren mit derselben Anzahl an unteren und oberen Indizes
werden wir zusammengefasst als einen Vektorraum betrachten, den Tensorraum. Bei
einem Tensor mit r oberen und s unteren Indizes sprechen wir von einem Tensor der
Stufe (r,s). Er ist r-fach kontravariant und s-fach kovariant. Entsprechend sagen wir
auch, dass der zugehorige Tensorraum die Stufe (r,s) hat und schreiben 77 dafiir.
Die Dimension eines solchen Vektorraums ergibt sich aus der Anzahl der Indizes: Je-
der Index kann n verschiedene Werte annehmen, da V' und somit V* n-dimensionale
Vektorraume sind. Der Tensorraum soll somit Dimension n"** haben. Fiir ein Ele-
ment ¢ € 77 werden wir dann Koordinaten der Form t;llzj’" haben. Wir kénnen dann

t = t5" el schreiben, wobei die €]} "/* Basisvektoren fiir T} sein sollen. Damit
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kommen wir zu einer wichtigen Fragen: Was nehmen wir als Basisvektoren fiir 777
Diese Frage ist grundlegend, da wir noch gar nicht genau gesagt haben, was fiir Ob-

jekte T eigentlich enthélt. Da wir hier sehr konstruktiv vorgehen konnen wir es uns
j17 n?é

e
1<, iyip g1y Js < m. Und 17 sei der eindeutige K-Vektorraum, der die Menge

J1se- :]s
Sl

leicht machen: Wir sagen einfach, die e; seien paarweise verschiedene Objekte fiir

der e; als Basis hat, also die Menge aller Linearkombinationen davon. Das halten

wir fest in der folgenden

J1yeeJs

Definition 3.1.(Tensorraum) Seien 7,5 € N und die e;,/* wie oben. Wir nennen

{tu, e ]17...,]9 | tz1, :lr c K fU?” 1< 217. o ’Z'mjl?‘ o 7js < n}

J1yeends 7/17 J15--

den Tensorraum der Stufe (r,s) iber K.

Damit haben wir den ersten wichtigen Schritt gemacht, namlich zu sagen, was 7 iiber-
haupt ist. Nun wollten wir fiir die Tensoren ein bestimmtes Transformationsverhalten.
Der Bezug zu einem Basiswechsel in V' fehlt aber bisher noch. Um uns an einen solchen
Bezug heranzuarbeiten, schreiben wir efllf: =b, ® Qb QW' @ ®@w’. Wir
behandeln das hier blofs als eine Schreibweise, um einen Bezug zur Basis B von V' und
B* von V* herzustellen (zur Erinnerung: Wir benutzen die Definitionen von B, B*,
B’ und B"™ aus Abschnitt 2). Das Zeichen “®” hat fiir uns hier also keine besondere
Bedeutung (aber denen, die sich das Tensorprodukt anschauen, hilft es vielleicht, “un-
sere” Tensoren mit den Elementen eines Tensorprodukts in Verbindung zu bringen).

Den gewiinschten Bezug stellen wir nun durch eine Definition her:

Definition 3.2.(Basistransformation im Tensorraum) Zu dem Basiswechsel von B

nach B' in'V definieren wir den Basiswechsel in T, durch

/jlv"sz [ X e / /jl e /js [ ~k51 . Nkr jl ]s ll: 7ls
€ =0, @ @b QW Q- @wi=dil - dydy - dt e
Wir miissen jetzt kurz priifen, dass die neu definierten Vektoren ebenfalls wieder eine

Basis von 77 bilden.

Satz 3.3. Die Menge {e”’ Js

Js
olr

1<, ooyt g1, Js < n} ist eine Basis von T .
Beweis. Da die ¢! eine Basis von 7 bilden, geniigt es zu zeigen, dass sich die

egll’ “Js durch die e“’ ’]S darstellen lassen. Es gilt
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J1seees J— k1 ... kr ¢j1 . Js ly,...
eil,...,ir 5i1 57:7‘ 6l1 5 k11 kr

_ my . JMr ]1”_ ]s kl _,,Nkr 01 Os ll’
= dj di," gy - - Aoy, - iy Ay -yl e k‘r
— my . JMr ~j1 7 o1
- dll dl'r d d - m17 mr
wobel (5’ das Kroneckerdelta bezeichnet. Also sind die e] Lo ]T Linearkombinationen der
/]11 7.]3
€l O
Wenn wir nun schon am Rechnen damit sind, konnen wir auch gleich nachpriifen, ob

sich die Koordinaten der ¢t € T auch wirklich so transformieren wie gewtinscht.

Satz 3.4.(Transformationsverhalten der Tensoren) Sei t = t“’ ZJT fll s e T7 beliebig.

Jis-- afs 21 dene]h ;Js
s bir

”’ “ beim Basiswechsel von den e].

Dann werden die Koordinaten t;
r-fach kontravariant und s—fach kovarmnt in Bezug auf den Baszswechsel von B nach
B’ in V transformiert.

Beweis. Wir suchen t; o Z”" € K mitt= t'”’ ]“e;]ll” 7”5 Setzen wir die Darstellung von
t durch die ej L ’JS ein und stellen diese wiederum durch die e] b ’38 wie im letzten Satz
dar, so erhalten wir die Gleichung t“’ ZTe’”’ s = il gma cldeJ1 : dﬂs for,..

115-- J1y-sJs 01 ir 01 m17 m'r‘

Ein Koeffizientenvergleich ergibt dann

mi,..me _ gmi | gmr Jj1 ]s i1,
tol,...,os - di1 dir dOl dO J1ye ] :
Also werden die 7 oberen Indizes kontravariant und die s unteren Indizes kovariant

transformiert. O

3.2 Tensoren und multilineare Abbilungen

Wir haben bisher das Transformationsverhalten von Tensoren kennengelernt. Einige
Aspekte dabei kénnten uns schon bekannt vorkommen, da wir sie im Fall von Dar-
stellungsmatrizen linearer Abbildungen schon so &hnlich kennengelernt haben. Um das
Verstandnis von Tensoren zu vertiefen, wollen wir uns in diesem Abschnitt ansehen, wie
das Konzept der Darstellungsmatrizen verallgemeinert werden kann und wie Tensoren
dann diese verallgemeinerte Rolle iibernehmen koénnen, also letztlich mit gewissen Ab-

bildungen identifiziert werden kénnen.

Erinnern wir uns zunéchst nochmal an das Transformationsverhalten von Darstellungs-
matrizen. Ist f : V — V eine lineare Abbildung und A die Darstellungsmatrix von f
bzgl. B, so ist A’ = DAD~! die Darstellungsmatrix von f bzgl. B’. In Koordinatenform
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schreiben wir dafiir )% = dfaéd{ = d*d] a’. Es ist also naheliegend, Darstellungsmatri-
zen als (1,1)-Tensoren aufzufassen. Auch Kovektoren sind lineare Abbildungen, ndm-
lich von V' nach K. Sie kénnen also als (0, 1)-Tensoren aufgefasst werden. Um auch
Vektoren v € V nach demselben Muster als Tensoren auffassen zu kénnen, nédmlich
(1,0)-Tensoren, kénnen wir die natiirlich durch sie gegebenen linearen Abbildungen
von V* nach K betrachten: f, : V* — K a — «a(v). Um etwas systematischer bei
der Verallgemeinerung vorzugehen, konnen wir auch die Abbildung f : V — V in
eine Abbildung nach K umschreiben, etwa zu g : V* x V. — K, (o,v) — a(f(v)).
Diese Abbildung ist nun in beiden Argumenten linear (fiir das erste Argument folgt
das sofort aus der punktweisen Definition von Addition und skalarer Multiplikation
von linearen Abbildungen und fiir das zweite Argument folgt es aus der Linearitét
von f und dem ersten Argument). Als weiteres, bekanntes Beispiel konnen Bilinear-
formen f : V x V — K dienen. Ist hier A die Darstellungsmatrix von f bzgl. B,
so ist A’ = (D1)" AD™! die Darstellungsmatrix bzgl. B’. In Koordinaten haben wir
dafiir af; = d¥diay. Durch das zweifach kovariante Transformationsverhalten denken
wir hierbei also an einen (0, 2)-Tensor. Vergleichen wir die Beispiele, so sehen wir, dass
sich nur die Definitionsbereiche &ndern und die Stufe des identifizierten Tensors scheint
genau mit den Definitionsbereichen zusammenzuhidngen. Somit werden wir fast schon

gedrangt zu folgender

Proposition 3.5.(Identifikation von Tensoren mit multilinearen Abbildungen) Seien
r,s € Nund sei LL(V,K) :={f :V*" x V¥ — K| f linear in jedem Argument}. Dann

sind T und LY, isomorph.

Beweisskizze. Die wohl naheliegendste Identifikation von 77 mit dem Raum der multili-
nearen Abbildungen von V*" x V* nach K, L’(V, K), ist wohl die folgende. Beachte da-
bei, dass eine multilineare Abbildung wie schon bei linearen Abbildungen mit einem Ar-
gument oder auch Bilinearformen dadurch eindeutig festgelegt ist, was sie liefert, wenn
man Basisvektoren einsetzt. Wir identifizieren nun efllf: =b;,® @b, QW Q- - - Qs
mit derjenigen multilinearen Abbildung, welche das Tupel (w™, ... ,w", bj;,...,b;,) auf
1 abbildet und alle anderen Kombinationen von Basisvektoren aus B* bzw. B auf 0.
Wir bezeichnen diese Abbildung mit ij;l’iii;;{s, also 5;1711:;;{5 (W, W by, ) =
5511 e 52"6{11 e 5{:. Fassen wir die Menge aller solcher Abbildungen zusammen, so er-
halten wir eine Basis des Vektorraums L (V, K) aller multilinearer Abbildungen von
V* x V*® nach K. Die Aussagen dieses Absatzes bis hier her beweisen wir nicht, weil
die Beweise ganz @hnlich funktionieren wie die fiir &hnliche Aussagen aus der Lineare-

Algebra-Vorlesung.
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Was wir uns aber genauer anschauen wollen, ist das Transformationsverhalten, wenn

wir bei dem Basiswechsel in V' von B nach B’ auf natiirliche Weise die Basis in L% (V, K)

J15e5ds 1915505

transformieren, nédmlich von f; zu f;
1yeenslr U1,

, welche von den neuen Basisvektortu-
peln nur (W™, ..., w" b ,...,0; ) auf 1 abbildet und alle anderen auf 0. Wir miissen

9 ]17
/jl,...,js jl,m:js
PN den A

, denn dann folgt das tensorielle Transformationsverhalten multilinearer

jlv"u'js

. . . . . /
nur zeigen, dass sich die genau so verhalten, wie die ;'

jla“-vjs
1500y 1r

Abbildungen genau wie im letzten Abschnitt.

zu den e

J1sen]s
2150yl

Satz 3.6.(Koordinatentransformation multilinearer Abbildungen) Seien und

[l definiert wie oben. Dann gilt

U1 yeeeylr

11se0ds . Jk1 Jkr 371 ds £l,els
fveds = @it

1seeeslr

Beweis. Wir wollen die Gleichheit von zwei Abbildungen zeigen. Dafiir reicht es zu

zeigen, dass sie auf den Tupeln aus Basisvektoren tibereinstimmen. Sei also

(Wm, o w™ by . bl ) € B x B beliebig. Wir haben zu zeigen, dass die-
ses Tupel in die rechte Seite eingesetzt nur 1 ergibt fir (mq,...,m,,01,...,05) =
(41, -+ 0ry J1,- - -, Js) und sonst 0. Wir rechnen:
it dirdl e dl e (W W )

— jfll .. .Jf:d{ll . d{jf]?l:'.'_::lgr(dzlwpl, AW d’gibql, . ,ngbqs)

= diedidl e dl A A dD 0 (WP WP by, b,

= i dydy e didyy e dprdl - dS O 0 b

e d B B

= O ST u

Wir sehen jetzt also, dass wir von vornherein auch den Raum L7(V, K) hétten be-
nutzen konnen, da er alle gewiinschten Eigenschaften hat: ndmlich das angestrebte
Transformationsverhalten bei Basiswechsel in V' (mehr haben wir ja {iberhaupt nicht

gefordert).

3.3 Wichtige Tensoroperationen und -eigenschaften

Wir wollen in diesem Abschnitt die Tensoroperationen der Kontraktion, sowie des He-
bens und Senkens von Indizes behandeln und iiber Symmetrieeigenschaften von Ten-
soren sprechen.

Die Kontraktion ist eine Verallgemeinerung der Spurbildung. Bei einer Matrix A =

(a!)1<ij<n bilden wir die Spur, indem wir die Diagonaleintréige aufsummieren, also den
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Ausdruck af berechnen. Haben wir einen Tensor ¢t = "7/ € T!, so kénnen

wir auch hier in der Koordinatendarstellung an einer oberen und einer unteren Stel-

U1 5eeey Bl — 1, M0k 150yl
JLseesJl—1T0J141 54430 s

Kontraktion von ¢. Das entstehende Objekt ist nun nur noch (r — 1)-fach kontravariant

le denselben Index wahlen, um dariiber zu summieren, z.B. ist ¢ eine
und (s — 1)-Fach kovariant.

Fiir das Senken und Heben von Indizes miissen wir zunéchst einen dafiir zu be-
nutzenden Tensor mit zwei Indizes fixieren, dessen Matrixdarstellung invertierbar und
symmetrisch ist. In der Physik wird dafiir der sogenannte metrische Tensor verwendet.
Sei gi; so, dass die Matrix (gi;)i<ij<n invertierbar und symmetrisch ist, und sei g/*
gewahlt mit g;; ¢*F = (5f . Dann benutzen wir g;; zum Senken und ¢’* zum Heben von
Indizes. Dabei ist allerdings die Reihenfolge der Indizes nicht zu vernachléssigen, da
sonst Heben und Senken nicht wohldefiniert wéren. Fiir einen Tensor mit Koordinaten
t7; definieren wir z.B. das Senken des zweiten Index durch g;;t;/; = tix. Mit g% kénnen

wir das auch wieder riickgéingig machen: g/'t;;, = t;%.

Wir haben gerade schon die Symmetrie einer Matrix benutzt. Auch diese Eigenschaft

ldsst sich auf Tensoren verallgemeinern:

i

Definition 3.7.(Symmetrie, Antisymmetrie) Wir sagen, t;lljs st in den Indizes iy

und 1, 1 < k <l <r, symmetrisch, falls

U1y Bl — 18k 18— 158k Bl 1oeefr 814000
J15--50s J1se0)s

gilt. Analog wird die Symmetrie auch in unteren Indizes definiert. Bei der Antisymme-

il’“-vir

Jrmede T dEn

trie dreht sich beim Vertauschen der Indizes das Vorzeichen um. Also ist t
Indizes iy, und i;, 1 < k <1 <r, antisymmetrisch, falls

(5 TSP 7P 7 7P WP B T 790 7 IS PRy 2L 5 RO
VARTERWES MATRRVE

qilt.

In der Definition wird fiir die Symmetrie Bezug auf eine bestimmte Koordinatendar-
stellung des Tensors genommen. Es ist aber leicht nachzurechnen, dass auch bei einer
Koordinatentransformation die Symmetrie erhalten bleibt (und entsprechend auch die
Antisymmetrie). Man kann also wirklich von der Symmetrie (bzw. Antisymmetrie) des

Tensors sprechen und nicht blofs einer seiner Koordinatendarstellungen.
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4 Tensorgleichungen in der Relativitatstheorie

Wir wollen uns in diesem Abschnitt in Beispiele aus der speziellen Relativitatstheorie
hinein denken. Wie wir ja oben immer wieder betonten, kommt es bei dem Transfor-
mationsverhalten von Tensoren auf den Bezug zu einem bestimmten Basiswechsel an.
Die Wahl moglicher Basiswechsel kann zusétzlich eingeschrankt werden. Im Rahmen
der speziellen Relativitatstheorie betrachtet man Transformationen zwischen Koordi-
natensystemen, die relativ zueinander verschoben, gedreht und mit konstanter Ge-
schwindigkeit bewegt sein konnen. Einsteins Relativitdtsprinzip besagt nun, dass die
physikalischen Gesetze in solchen Systemen dieselbe Form haben miissen, d.h. keines
solcher Systeme ist anderen iibergeordnet oder sonst irgendwie prinzipiell von ihnen
unterscheidbar. Dazu konnen wir uns z.B. iiberlegen, wie zwei Beobachter im sonst
komplett leeren Raum sich aufeinander zu bewegen (mit konstanter Geschwindigkeit!).
Jedem der Beobachter konnte es so vorkommen, dass er selbst ruht und sich nur der
andere ihm néhert. Es gibt keine Mdglichkeit fiir sie zu entscheiden, wer sich bewegt
und wer nicht. Eine Beschreibung auftretender Phénomene sollte also nicht davon ab-
héngen, dass sich einer der beiden bewegt und der andere ruht. Vielmehr sollten die
Phéanomene so beschrieben werden, dass sie den unterschiedlichen Perspektiven ge-
recht werden. Neben diesem Relativitéatsprinzip (welches der Relativitdtstheorie auch
den Namen gibt), macht Einstein noch eine weitere wichtige Annahme: ndmlich dass
die Lichtgeschwindigkeit konstant ist (und sich nicht fiir relativ zueinander bewegte
Beobachter éndert).

Schauen wir uns nun folgendes Beispiel an. Horst steht neben einem Bahngleis, wihrend
gerade ein Zug mit konstanter Geschwindigkteit v; vorbei fahrt. Manfred fahrt in dem
Zug mit und wirft einen Ball im Zug in Fahrtrichtung mit der Geschwindigkteit vy. Aus
Manfreds Bezugssystem betrachtet bewegen er und der Zug sich iiberhaupt nicht und
der Ball hat die Geschwindigkeit vy = v2 +0 = VBai Man fred + Vzug, Man fred- Horst misst
in seinem Bezugssystem sehr prazise die Geschwindigkeit des Balls. Sie betragt bei ihm
nicht vau, Horst + Vzug,Horst = V2 + v1, sondern ist etwas geringer. Wenn wir das Re-
lativitdtsprinzip beriicksichtigen, so miisste doch die Addition von Geschwindigkeiten,
wenn sie in einem Bezugssystem funktioniert (z.B. bei Manfred), immer funktionieren

(also auch bei Horst). Wo muss hier dann das Problem liegen?

In der Relativitatstheorie werden Raum- und Zeitkoordinaten zu einem Koordinaten-
vektor zusammengefasst. D.h. wir befinden uns in einem vierdimensionalen Vektor-
raum. Die Basistransformationen, welche den beiden oben erwdhnten Annahmen ge-

niigen, sind die sogenannten Lorentz-Transformationen. Bzgl. diesen ist die klassische
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Geschwindigkeit kein Tensor. Deshalb kann im oberen Beispiel die Gleichung nicht so

einfach transformiert werden. Ist w die klassische Geschwindigkeit eines Objekts, so

lasst sich zeigen, dass sich die Grofse (u)i<,<a = 7 (¢, Wy, Wy, w,) Mit v = <1 - Z—i) ’

tensoriell transformiert. Dabei ist v die Relativgeschwindigkeit der Bezugssysteme zwi-
schen denen transformiert werden soll. Aus der transformierten Groéfse liasst sich dann
wieder die eigentliche Geschwindigkeit des Objekts in dem anderen Bezugssystem be-
rechnen.

Eine andere Anwendung finden wir, wenn wir uns fragen, wie sich elektrische und
magnetische Felder im Rahmen der speziellen Relativititstheorie (d.h. bei Bezugssys-
temwechseln mit konstanter Relativgeschwindigkeit) transformieren. Dafiir wird die
Grolse

0 —-E, —E, —E,
(F“b) _ E, 0 —-B, B,
E, B, 0 —B,
E. -B, B, 0
E, B,
betrachtet, wobei | E, und | B, das elektrische bzw. das magnetische Feld
E. B,
CPe .
. Jx
beschreiben. Weiter sei (j*) := jfz , wobei | 5, | die Stromdichte und p. die
J .
! J
Jz
elektrische Ladungsdichte bezeichnen. Mit diesen Bezeichnungen driickt
aaFab — 4_7ij
c

die sogenannten inhomogenen Maxwellgleichungen aus. Experimente legen die The-
se nahe, dass diese in allen mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Bezugssyste-
men gelten. In einem solchen Bezugssystem gilt also eine entsprechende Gleichung
Ol F'ab = 47“ 4. Es lisst sich zeigen, dass (j%) und der Vierervektor der partiellen Ablei-
tungen (0,) = (%, %, %, %) sich tensoriell transformieren. Zusammengenommen
folgt dann, dass auch (F “b) sich tensoriell transformiert (da die Gleichung nach dem
Relativitatsprinzip immer dieselbe Form haben muss). Bezeichnen wir die Lorentz-
transformation mit (A$), so ergibt sich F’% = A%A%F<?. Die Komponenten des trans-
formierten elektrischen und magnetischen Feldes konnen dann anschliefsend einfach in

der transformierten Matrix (F ’“b) abgelesen werden.
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