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ZUSAMMENFASSUNG. In diesem Skript werden grundlegende Eigenschaften po-
sitiv (semi-)definiter Formen behandelt. Hierfiir werden zunédchst die Begriffe
sesquilineare Form und hermitesche Form wiederholt und dann der Begriff der
positiven (Semi-)Definitheit iiber R bzw. C sowohl fiir sesquilineare Formen,
als auch fiir Matrizen eingefiihrt. Schlussendlich werden einige Beziehung zwi-
schen solchen Formen und deren Darstellungsmatrizen aufgezeigt, sowie deren
elementare Eigenschaften.
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1. EINFUHRUNG

Aufbauend auf den Kenntnissen aus der Linearen Algebra I und II [3] kann man
eine interessante Sonderform einer sesquilinearen Form definieren — die sogenann-
ten positiv (semi-)definiten Formen iiber R bzw. C. Diese sind in ihrer Art und
Eigenschaften sehr interessant und spielen in der hoheren Mathematik eine wichti-
ge Rolle, so zum Beispiel bei der Extremwertberechnung einer Funktion iiber R™.
Genau aus diesem Grund konzentriert sich dieses Skript auf jene Sonderformen.

Hierfiir werden in dem Abschnitt 2 zunéchst bekannte Definitionen, wie der
Begriff der Sesquilinearitét bzw. der hermiteschen Eigenschaft wiederholt. Im An-
schluss wird dann die zentrale Definition der positiven (Semi-)Definitheit fiir
zunéchst sesquilineare Formen [1], aber dann auch fiir Matrizen [2] eingefiihrt. Ei-
nige Beispiele werden dabei das Verstdndnis und den ersten Kontakt mit diesen
Sonderformen erleichtern. Auch einige Beobachtungen zu Zusammenhéngen bzw.
Unterschieden zwischen den Definitionen iiber R bzw. C werden aufgezeigt werden.

Im Abschnitt 3 werden dann verschiedene gleichwertige Aussagen zu positiven
(semi-)definiten Formen aufgestellt und bewiesen, wie zum Beispiel das Priifkriteri-
um iiber die Hauptminoren. Es erweist sich jedoch haufig als schwierig das Erfiillen
der Definition nachzurechnen, daher muss oft auf weitere dquivalente Aussagen aus-
gewichen werden, welche ausfiihrlich in diesem Abschnitt behandelt werden.

Im Abschnitt 4 sind sdmtliche Aussagen zusammengefasst und bilden so ein op-
timales Rezept zum Priifen der positiven (Semi-) Definitheit einer sesquilinearen
Form, welches auch im weiteren Studienverlauf von Nutzen sein wird.

2. GRUNDLAGEN

Starten wir nun also mit den Grundlagen, die fiir den weiteren Verlauf des Skrip-
tes tragend sein werden.

Erinnerung 2.1. Sei K € {R,C} und V ein K-Vektorraum (K-VR), so heifst
f:V xV — K eine sesquilineare Form, falls Vo, 8,7 € V, Vc € K gilt

L flea+B,7) =cf(a,y)+ f(B.7),

ii. fla,eB+7)=¢cf(a,B)+ fla,7).
Erinnerung 2.2. Sei K € {R,C}, V ein K-VR und f: V x V — K eine sesquili-
neare Form, so heifst f hermitesche Form, falls

Va,B eV : f(o, B) = f(B, ).

Nun ist es uns moglich die zentrale Definition der positiven (Semi-)Definitheit
einzufiihren.

Definition 2.3. Sei K € {R,C}, Vein K-VR und f : V xV — K eine sesquilineare
Form, so heifst diese positiv semidefinit, falls gilt

i. f ist eine hermitesche Form,

ii. Ve V: f(a,) > 0.
Ferner heifst f positiv definit, falls gilt

i. f ist eine hermitesche Form,

ii. Va e V;a#0: f(a,a) > 0.

Bemerkung 2.4. Leicht lasst sich liberpriifen, dass jede positiv definite sesquilineare
Form ein inneres Produkt auf V definiert [1, Abschnitt 8.1]. Beachte hierbei, dass
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eine positiv semidefinite Form im Allgemeinen kein inneres Produkt auf V' definiert,
da auch f(a,a) =0 fir a # 0 moglich ist.

Beispiel 2.5. Uber K € {R, C} ist das Standardskalarprodukt eine positiv definite
sesquilineare Form.

Beispiel 2.6. Sei L?(R) := {f : R — R | f? ist integrierbar}. So definiert \ :
L*(R) x L*(R) — R mit A(f,g) = [ f(z)g(x)dz eine positiv semidefinite Form.
Mochte man diese Form A in eine positiv definite Form bringen, so ist dies zum
Beispiel moglich, indem man zusétzlich die Stetigkeit der Funktionen fordert.

Im Weiteren werden wir nun sehen, was positiv (semi-)definite Matrizen sind
und wie diese mit den positiv (semi-)definiten Formen zusammenhéngen.

Definition 2.7. Sei K € {R,C}, n € N, A € K"*", so heift A eine positiv
semidefinite Matrix falls gilt

i. A= A*

ii. VX e K®*1: X*AX > 0.
Analog heifst A eine positiv definite Matrix falls gilt

i. A= A%,

i, VX e K" X £0: X*AX > 0.

Proposition 2.8. Sei A € R"™*" (n € N), so gilt fiir alle X € C"*1, X £ 0 :
X*AX > 0, genau dann, wenn fiir alle X € R, X # 0 : XTAX > 0 und
A=AT.

Erinnerung 2.9. Sei A € C"*" und fiir alle X € C"*!, X # 0 gelte X*AX > 0.
Dann folgt durch Einsetzen der Einheitsvektoren, dass alle Hauptdiagonaleintriage

positiv sein miissen. Schlussendlich liefern #hnlich Uberlegungen sodann die Bezie-
hung A = A*.

Beweis.

=

Sei A € R™" (n € N) mit VX € C"*1, X #£0: X*AX > 0.

Somit folgt mit der eben gemachten Erinnerung direkt fiir alle X € R™*1, X #£0:
XTAX >0und A= AT, da im Reellen die Konjugation wegfillt.

P

Sei A € R™ ™ und fiir alle X € R"*1 X #0: XTAX >0 und A = AT.

Betrachte nun einen beliebigen Vektor X € C™*!, X # (. Schreibe diesen in der
Form X = S 4 Pi mit S, P € R™*! mit S und P nicht gleichzeitig 0. Es gilt

X*AX = (S —iP)TA(S +iP) = STAS + PTAP 4 i(STAP — PTAS) > 0.

Dies folgt aus den Vorraussetzungen und ST AP = STATP = PT AS. ]
Beispiel 2.10. Betrachte die Matrix A = ( _} 1 >, diese erfiillt fiir alle X €

R2, X #0: XTAX > 0 und ist offensichtlich nicht symmetrisch. Schnell bemerkt
man durch z.B. Einsetzen des Vektors X = (1,4)7 € C?, dass X*AX =2+2i ¢ R
und somit die Ungleichung VX € C2*!, X # 0: X*AX > 0 nicht erfiillt wird.

Bemerkung 2.11. Somit ist eine reelle Matrix A genau dann positiv definit im
Komplexen, wenn sie auch im Reellen positiv definit ist.
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3. EIGENSCHAFTEN UND AQUIVALENZAUSSAGEN

Im Folgenden werden nun einige Priifkriterien basierend auf [1, Abschnitt 9.3]
hergeleitet, anhand welcher man auf positive (Semi-)Definitheit priifen kann.

Satz 3.1. Sei f eine sesquilineare Form iiber einem endlich dimensionalen K-VR

V. Es gilt f ist genau dann eine positiv semidefinite Form, wenn fiir die Darstel-

lungsmatrix A = [f]s (B geord. Basis fiir V, dimV =n € N) gilt A = A* und fiir

alle Skalare x1,...,2, € K : > > Ag;jz;T > 0 (Analog fiir ,positiv definit’ mit
j=lk=1

,echt grofer’).

Beweis. Sei B = {a1,...,a,}, somit kann man alle Vektoren aus V als Linearkom-

n
bination aus Basisvektoren darstellen. Sei also v € V von der Form oo = } z;a; mit
i=1

n n
Z1,..., 2T, € K. Fiir die sesquilineare Form gilt somit f(a, ) = f <Z zjai, > J:kak> =
j=1 k=1

> > Tkwjflaj,ar) = > > Apjx;Ti. Die Ungleichheit und die Selbstadjungiert-
j=1k=1 j=1k=1
heit ergibt sich aus der Definition 2.3.

|

Es ist nun ersichtlich, dass falls man eine sesquilineare Form f iiber einem endlich
dimensionalen K-VR V hat, man auch die Funktion g : K®*! x K**! — K mit
g(X,Y) = Y*AX, wobei A = [f]s, d.h. die Darstellungsmatrix von f in einer
Basis B von V, auf die entsprechende Eigenschaft priifen kann, statt sich mit f zu
befassen.

Satz 3.2. Sei K € {R,C}, A € K"*" mit n € N. Die Funktion g : K"*!xK"*1 — K
mit g(X,Y) = Y*AX ist genau dann eine positiv definite sesquilineare Form, wenn
ein invertierbares P € K™"*™ mit A = P*P existiert.

Beweis. Zunichst ldsst sich einfach priifen, dass g eine sesquilineare hermitesche
Form iiber K™*! ist. Konzentrieren wir uns also auf die positive Definitheit, unter
der Bedingung A = P*P.

=

Es existiere also ein invertierbares P € K"*™ mit A = P*P. Offensichtlich gilt
9(X,X) = X*P*PX = (PX)*PX > 0. Dies ist der Fall, da durch die Konju-
gation bei der Multiplikation (PX)*(PX) auch bei den imaginidren Anteilen ein
positiver Summand entsteht. Insbesondere also fiir X # 0 mit P ist invertierbar:
(PX)*(PX) > 0, da die Spalten von P wegen der linearen Unabhéngigkeit durch
keine Linearkombination mit X zu 0 werden kann. Somit folgt die positive Definit-
heit.

=

Sei g nun also bereits positiv definit und damit, wie bereits vermerkt, ein in-
neres Produkt auf K"*!. Da wir uns in einem n-dimensionalen K-VR befinden,
lasst sich Gram-Schmidt anwenden. Somit existiert eine geord. orthonormale Basis
B = {B1,...,B,} mit Vi € {1,...,n} : B; € K"*!. Weiter folgt aus der Ortho-
normalitit der Basis B, dass Vi,j € {1,...,n} : d;; = g(Bi, Bj) = B AB,;. Es gilt
damit offensichtlich fiir B (Darstellungsmatrix der geord. Basis 8B) B*AB = I,
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wobei I,, die Einheitsmatrix bezeichnet. Setzt man nun noch P := B~! wur-
de ein P gefunden, so dass die zweite Richtung der Aussage ebenfalls gilt, da
A=B VB l=pp ]

Korollar 3.3. Fiir eine solche positiv definiten sesquilineare Form g gilt unweiger-
lich detA > 0.

Beweis. detA = det(P*P) = det(P*)det(P) = det(P)det(P) =| det(P) [>> 0. W

Oftmals kann man die Definitheit von Matrizen und sesquilineare Formen leicht
iiber ein weiteres Kriterium priifen. Hierfiir ist es noétig den Begriff der Hauptmi-
noren einzufiihren.

Definition 3.4. Sei K ein Korper und A € K™*™ mit n € N. Die Hauptminoren
Ag(A) sind definiert durch

Ao Ak
Vk=1,...,n: Ap(A) = det :
Agr o Agk

Lemma 3.5. Sei K ein Korper, A € K™*™ invertierbare Matrix mit n € N. So

sind folgende Aussagen dquivalent:

i. Es existiert eine obere Dreiecksmatrix P € K™*™ mit Vk € {1,...,n}:
P =1, so dass B = AP eine untere Dreiecksmatrix ist,
ii. VEe {1,...,n}: Ar(A) #0.

Beweis. Fir P € K"*™ obere Dreiecksmatrix mit nur Eins-Eintrdgen auf der

k
Hauptdiagonalen gilt fir 1 <j<n,1<k<n :Bj= ). AjPu.
r=1
k=1
Stellt man dies nun um, wird ersichtlich, dass gelten muss Y A; Py = Bjr—Aj.

r=1
Ferner ist die Matrix B = AP genau dann in unterer Dreiecksmatrixform, wenn fiir

k-1
1§j§k‘—1,2§k‘§n:2Ajrprk:—Ajk.
r=1

Somit kénnen wir eine weitere Aquivalenz aufstellen:

Es existiert genau dann eine obere Dreiecksmatrix P € K™*"™ mit der Eigenschaft,
dass fiir 1 < k < n gilt Pyx =1 und B = AP eine untere Dreiecksmatrix ist, wenn
fir 1 <r <k, 1<k <n die Skalare P, existieren mit

(3.1)
k-1
1<k<n:Py=1lundVje{l, .. .k—1}, Vk€{2,...,k}: Y Aj P =—Aj.
r=1
i=i
Sei nun also Vk = 1,...,n: Ag(A) # 0. In (3.1) wurde bereits ersichtlich, dass man
fiir alle £ > 1 die Skalare Py, ..., P;_1 x durch Losen eines Gleichungssystems mit
k — 1 linearen Gleichungen erhalt, deren Koeffizientenmatrix gerade die Matrix

Aq A g1

Ap—11 - Ag—1k—1
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ist. Dieses Gleichungssystem ist nun genau dann eindeutig 16sbar, wenn die Koeffi-
zientenmatrix invertierbar ist, also wenn gilt

Ain o Arg
0 # det g g = Ax_1(4).
Ap—11 - Ap—1k—1
Dies ist aber nach Voraussetzung gerade fiir alle £ > 1 der Fall. Es lasst sich damit

folgern, dass die entsprechende Skalare P y, ..., Py_1  existieren und mit (3.1) gilt
somit auch die Behauptung.

i= i

Existiere nun eine obere Dreiecksmatrix P € K™*" bei der fir alle k = 1,...,n :
P, = 1 und B = AP ist eine untere Dreiecksmatrix. Ferner seien nun fiir n €
N : Ay,...,A,, By, ..., B, die Spalten der Matrizen A, B. Somit folgt anhand der
Matrizenmultiplikation, dass gelten muss

i. By = Ay,
r—1

ii. 1<r<n : B,= ZP]‘TA]'-FAT.
Jj=1

Betrachten wir nun also fiir 1 < k£ < n beliebig, aber fest, die Matrix

By -+ Bp
(3.2) : S
Br1 -+ B

Nun bemerkt man mit i und ii , dass fiir alle 1 < r < k gilt, dass die ' Spalte der
Matrix in (3.2) eine Linearkombination der Spalten der Matrix

All Alk
Apr - Agg

ist. Diese haben auf die Determinante jedoch keinen Einfluss nach [3, Lemma 5], so
dass sich folgern lasst

Ay oo A By1 -+ B
det = det : ]

Apr 0 Ak Bri -+ Bk
= Ak(B)=DBj1--- B #0.

Ar(A)

Da sowohl A, als auch P invertierbar sind, ist auch deren Produkt B = AP invertier-
bar, wobei B eine obere Dreiecksmatrix ist. Somit folgt bereits die Behauptung. H

Satz 3.6. Sei K € {R,C} und V ein K-VR mit dimV = n € N, B eine geord.
Basis von V, f eine sesquilineare Form, A = [f]x. So ist f genau dann eine positiv
definite Form, wenn gilt

i A= A%

i Vk=1,....,n: Ag(A) > 0.
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Beweis.

=

Zunéchst sei nun also A = A* (d.h. selbstadjungiert) und fir 1 < k < n gilt
Ag(A) > 0. Mit Hilfe des zuvor genannten Lemmas 3.5 lasst sich somit schlussfol-
gern, dass eine obere Dreiecksmatrix P existiert mit fiir 1 < k <n : Py =1
und B := AP in unterer Dreiecksmatrixform ist. Somit gilt aber auch, dass P* eine
untere Dreiecksmatrix ist, somit also auch ferner P*AP = P*B. Dies ist als Pro-
dukt zweier unterer Dreiecksmatrizen eine untere Dreiecksmatrix. Weiter gilt auch,
da A selbstadjungiert ist, dass P*AP selbstadjungiert ist. Zusammenfassend ist
die Matrix D := P* AP somit selbstadjungiert und in unterer Dreiecksmatrixform.
Somit ist sowohl D als auch D7 in unterer Dreiecksmatrixform, es kann sich also
bei D nur um eine Diagonalmatrix handeln. Analog zum bereits gefiihrten letzten
Beweisschritt des Hilfslemmas 3.5 folgt somit die Beziehung fiir 1 < k <n

DD = Du(D) = AP AP) = Ay (PB) = Ay(B)
= Ak(A> > 0.

Also muss gelten Diq,..., Dy, > 0. Die Matrix D ist folglich eine Diagonalmatrix
mit nur positiven Eintrégen.

Weiter gilt A = [f]y ist die Matrixdarstellung der sesquilinearen Form f in der
Basis B := {aq,...,a,} mit dimV = n € N. Somit lésst sich folgern, dass auch

n
D = [flp mit B’ = {a],...,a,}, wobei fiir 1 < j < n gilt o = Z:lPijai. Priift
1=

man nun das Produkt X*DX fiir ein X € K™, X # 0 auf seine Wertigkeit,
erhélt man, da D eine Diagonalmatrix mit nur positiven Eintrégen ist, den Zusam-
menhang X*DX > 0. Ferner ist die Verkniipfung ¢g(X, X) := X*DX offensichtlich
sesquilinear und hermitesch. Somit ist diese Verkniipfung positiv definit, also folgt
auch die positive Definitheit von f.

=

Sei nun also f eine positiv definite sesquilineare Form mit A = [f]y in einem
endlich-dimensionalen Vektorraum V aufgespannt durch die geord. Basis B :=
{a1,...,a,}, wobei n := dimV € N. Damit gilt aber bereits A = A*, da f hermi-
tesch ist.

Betrachte nun also fiir 1 < k < n den Untervektorraum Vj, aufgespannt durch die
geord. Basis By, := {aq, ..., a;} und die darauf definierte, eingeschrinkte, ebenfalls
positiv definite sesquilineare Form f |i: Vi x Vi — K. Diese hat als Matrixdarstel-
lung die Form
Ay oo Ay
A= [flklse = -
At - Agsk
Somit muss aber gelten det(Ay) > 0 nach Proposition 3.1 und damit auch, dass fiir
1<k<n: Ag(4) >0.

Damit wurden beide Richtungen und somit auch die Aquivalenzaussage bewiesen.
]

4. ABSCHLIESSENDE SCHLUSSFOLGERUNG

Sei also K € {R,C} und ferner V endlich dim. K-VR mit dimV = n € N und
einer beliebigen geord. Basis 8. Ferner sei f : V xV — K eine sesquilineare Form,
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wobei A := [f]s.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist eine positiv semidefinite sesquilineare Form,
(2) f ist hermitesch und fiir allea € V : f(a,a) >0,
n n
(3) A= A* und fiir alle Skalare x1,...,2, @ > > Ag;jz;jTr >0,
j=1k=1
(4) die ebenfalls zwingend sesquilineare Form g : K™"*! x K®*! — K mit
9(X,Y) =Y*AX ist positiv semidefinit,
(5) A ist eine positiv semidefinite Matrix.

Ferner sind auch folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist eine positiv definite sesquilineare Form,
(2) f ist hermitesch und fiir alle « € V : f(a,a) > 0,
(3) A= A* und fir alle Skalare 1,...,z, : > Y Agjz;jZTr >0,
j=1k=1
(4) A ist eine positiv definite Matrix,
5) die ebenfalls zwingend sesquilineare Form g : K" x K"*! — K mit
() g q g
9(X,Y) =Y*AX ist positiv definit,
(6) es existiert ein invertierbares P € K™*™ mit A = P*P,
(7) A=A*und fiir alle 1 <k <n : Ap(A) > 0.

Fiir eine positiv definite sesquilineare Form f ergeben sich aus den Aquiva-
lenzaussagen 1. — 7. die folgenden Eigenschaften:

i. f ist ein inneres Produkt auf V,
ii. detA > 0.
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