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Zusammenfassung

In diesem Proseminar lernen wir einige Grundbegriffe iiber Bilinearfor-
men kennen. Vorgestellt werden die darstellenden Matrizen, die Matrix
des Basiswechsels, sowie der Rang der Bilinearform. Auflerdem schauen
wir einen speziellen Fall — die symmetrischen Bilinearformen — an, und
untersuchen beispielsweise ihre Diagonalisierbarkeit.
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Notation
e m,n,i,j,k,l €N (0¢N);
e K ein Korper;
e V ein Vektorraum iiber dem Korper K;
e V* der (algebraische) Dualraum zum Vektorraum V';
e L(U,W) der Raum aller linearen Abbildungen von U nach W;
e L(V,V;K) der Raum aller Bilinearformen von V' x V nach K;
e Mat, (K) der Raum aller n x n Matrizen iiber dem Korper K
e A! die Transponierte einer Matrix A;
e [z]p € K™ der Koordinatenvektor (als Spaltenvektor) von x bzgl. einer Basis B

e dimg (V) := dim(V) die Dimension der Vektorraum V iiber dem Korper K.

Einleitung

In der vergangenen Vorlesung Linearen Algebra haben wir bereits eine speziel-
le Klasse von Bilinearformen, namlich Skalarprodukte, studiert. Bilinearformen
sind in dem Sinne allgemeiner, dass die Formen nicht positiv definit und sym-
metrisch sein miissen. In diesem Handout wollen wir sowohl allgemeine Bilinear-
formen als auch symmetrische Bilinearformen betrachten, wobei wir versuchen,
den Stoff mit der frithen gewonnen Erkenntnissen aus der linearen Algebra in
Verbindung zu bringen. Hauptséchlich wollen wir uns mit folgenden Fragen aus-
einandersetzen:

a) (Wie) Kann man eine Bilinearform (durch Matrizen) darstellen?

b) Wie hingen die Darstellungen (wenn sie iiberhaupt existieren) von einer
Bilinearform bzgl. verschiedenen Basen zusammen?

c) Was soll den Rang einer Bilinearform sein?

d) Gibt es Basis, bzgl. welcher die Darstellung einer Bilinearform besonders
einfach aussieht?

Das Handout besteht aus vier Abschnitten, die zur Frage a) — d) jeweils eine
Antwort geben. Wir orientieren uns an [HK] und benutzen ein paar Beweisme-
thoden aus [Fe].

1 Die darstellende Matrix der Bilinearform

Definition 1.1. Eine Abbildung f : V x V — K heifit Bilinearform (kurz:
BLF), wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

o f(Ar1+x2,y) = Af(w1,y) + f(22,9) und

o flz,pyr +y2) = pnf (@, y1) + f(@, y2),
fir alle x1,x2,y1,y2, 2,y € V, A\ € K. In diesem Fall sagen wir auch, dass f
eine Bilinearform auf V ist. Gilt zusétzlich f(x,y) = f(y, ) fiir alle z,y € V,
so nennt man die Bilinearform symmetrisch.

Bemerkung 1.2. Eine BLF ist eine Abbildung, welche linear in jedem Argu-
ment ist.
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Aus der linearen Algebra wissen wir, dass eine Matrix A € Mat, (K) die
linearen Abbildungen K™ — K", gegeben durch (z +— Az) und (z — atA),
induziert. Eine dhnliche Situation bei BLF sieht folgendermafien aus.

Beispiel 1.3. Seien V := K™ und A := (4,;); ; € Mat, (K). Schreibe z,y € K"
als 7 := (21,...,20)5y = (Y1, ..., yn)?, dann definiert die Funktion f gegeben
durch f(z,y) := atAy = Z?jzl x;y;A;; eine BLF.

Beweis. Wir rechnen direkt nach

n

FOz+a',y) = > i+ )y Ay

i,j=1
n n
2 : 2 : /
= )\a:iyinj + xiyinj
i,j=1 i,j=1

= )‘f(aj?y) + f(x’,y).

Die Verifikation der Linearitét in der zweiten Komponente zeigt man in &hnlicher
Weise. O

Eine andere “natiirliche” BLF ist folgendes.

Beispiel 1.4. Es seien L1, Ly € V* lineare Funktionale. Die Funktion f :
V xV = K, (z,y) = Li(x)L2(y) definiert eine BLF.

Beweis. Seien z,z’,y € V, A € K. Wir berechnen f(Az + 2',y) = Li(Az +
2')La(y) = (AL1(x) + L1(2')) La(y) = AL1 (%) La(y) + L1 (2') La(y) = Af(z,y) +
f(@',y). Der Beweis fiir die Linearitéit in der zweiten Komponente liuft ganz
analog. O

Als Nichstes wollen wir uns iiberlegen, ob und wie eine BLF — wie beim
Studium linearer Abbildungen — durch eine Matrix dargestellt werden kann.

Definition 1.5. Seien dim(V) < oo, B := {b1,...,b,} eine (geordnete) Basis
fir V und f eine BLF auf V. So heifit A := (A4;;); j=1,..n mit A;; := f(b;,b;) die
darstellende Matrix von f bzgl. B, in Zeichen [f]g. Ist es aus dem Kontext
klar, so sagen wir einfach, dass A die Matrix von f ist.

Der folgende Satz rechtfertigt den Ausdruck “die Matrix”.

Satz 1.6. Seien dim(V) < oo, B := {b1,...,b,} eine fest gewdihlte Basis von
V. Dann ist
U L(V,V,K) - Matn(K)a f = [f]B

ein Vektorraum-Isomorphismus.

Beweis. (i) Wir zeigen, dass @ bijektiv ist. Seien z,y € V mit z := Y | \ib;
und y := > | p;b;. Wir berechnen mittels der Bilinearitdt von f

flzy)=f Z)\ibivzﬂjbj = Zz)\iﬂjf(bivbj)~ (1)
=1 =

i=1 j=1
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Nach Wahl der z,y ist gerade [z]g = ()\17"~;)\n)t, lylg = (ui,“.”un)t und
A;; = f(b;,b;). Somit bedeutet (1) auch

f(@,y) = l2]sAlyls (2)

Ferner zeigt (2), dass die darstellende Matrix A eindeutig bestimmt ist durch
die BLF f, d.h. ® ist injektiv; Aulerdem zeigt Beispiel 1.3, dass jede Matrix
eine BLF definiert, d.h., ® ist surjektiv. Damit ist ® bijektiv.

(ii) Die Linearitdt von & folgt unmittelbar aus der punktweise Definition
von Abbildungen: Sind nédmlich f,g € L(V,V;K),\ € K, so finden wir (Af +
9)(bi, b5) = Af(b;, b;) + g(bi, b)) fiir jedes paar (4,7) € {1,...,n} x {1,...,n}.
Dies bestimmt alle Eintrige von der darstellende Matrix. Also [Af + g]p =
A f]s + [g]s- Das ist genau die Linearitit von ®. O

Korollar 1.7. Ist dim(V) = n, so ist dim(L(V,V; K)) = n%.

Wir geben eine interessante Interpretation von Satz 1.6 an. Dazu benttigen
wir folgendes Resultat.

Korollar 1.8. Sei B := {b1,...,b,} eine Basis von einem endlich-dimensio-
nalen Vektorraum V. Sei B* := {b%,...,b%} die dazu duale Basis von V*. Dann
bildet (fij)ij=1,...n mit fij(x,y) = bl*(m)bj*(y) fiir alle x,y € V eine Basis von
L(V,V;K).

Beweis. (i) Da b} lineare Funktionale sind fiir alle ¢, folgt fi; € L(V,V; K) aus
Beispiel 1.4.

(ii) Aus Dimensionsgriinden reicht es, die lineare Unabhéngigkeit von (fi;)i ;
zu priifen: Seien \;; € K fiir alle ¢,j € {1,...,n} mit szzl Xijfi; = 0. Wir
rechnen nach

0= Z Nij fij(bi, br) = Z Aijby ()b} (br) = Z Xij0idn = Ak

i,j=1 i,j=1 i,j=1

fiir jedes paar (I,k) € {1,...,n} x {1,...,n}, wobei §;; das Kronecker-Delta!
bezeichnet. Es folgt die lineare Unabhéangigkeit und somit ist (f;;); ; eine Basis.
O

Bemerkung 1.9. Korollar 1.8 bedeutet, dass wir das wie oben definiertes f;;
mit der Basismatrix E% (sie hat in der i-ten Zeile und j-ten Spalte den Eintrag
1 und sonst iiberall 0) durch das ® in Satz 1.6 identifizieren kénnen. D.h. die
Matrix von f;; bzgl. B in Satz 1.6 ist EY. Z.B. fiir V := K% B := {ey, ez} (die
Standardbasis des K?2) gilt einerseits fia(x,y) = e} (x)es(y) = r1y2. Anderer-
seits fpiz(z,y) = 2E2y = 2192 wobei x := (11, 22)%,y = (y1,y2)' € V.

Eine wichtige Beziehung zwischen der darstellenden Matrix und der durch
sie dargestellten BLF stellt folgender Satz dar.

Satz 1.10. Seien dim(V) < oo, B eine Basis fir V und f eine BLF auf V.
Ferner sei A die Matriz von f bzgl. der Basis B. Dann ist f genau dann sym-
metrisch, wenn A symmetrisch ist.

y=1i=3j
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Beweis. Es gilt fiir z,y € V

K3 f(z,y) = [2]sAWls = ([2]sAW]s)" = [YsA'[z]s

und
fy,x) = [y]pAlz]s.
Hierdurch (man beachte die Eindeutigkeit der Darstellung, vgl. Satz 1.6) sieht
man, dass
flzy) = fly.2) & A= A"
O

Bemerkung 1.11. Satz 1.10 driickt folgende Aquivalenz aus: Sei f eine BLF
auf einem endlich-dimensioanlen Vektorraum V. Wenn wir eine Basis von V
finden, bzgl. welcher die Matrix der Form symmetrisch ist, so ist die Form
symmetrisch. Umgekehrt wenn wir wissen (rechnen per Definition 1.1), dass
die Form symmetrisch ist, dann ist die Matrix der Form symmetrisch bzgl.
irgendeiner Basis von V. Kurz gesagt: Die Symmetrie der Matrix(Darstellung)
bedeutet die Symmetrie der Form und umgekehrt.

2 Die Matrix des Basiswechsels

Aus dem Studium der linearen Abbildung (auf endlich-dimensionalen Vektor-
ridumen) wissen wir, dass zwei Matrizen A, B genau dann dieselbe lineare Abbil-
dung darstellen, wenn sie dhnlich zueinander sind, d.h. es existiert invertierbare
Matrix P, sodass A = P~ !BP. Interpretiert man das P als die Matrix des
Basiswechsels, so kann die Gleichung A = P~!BP als eine Formel der Basis-
Transformation verstanden werden. Im Fall der BLF liegt eine dhnliche Situati-
on vor, jedoch ist die entsprechende Formel etwas anders. Bevor wir dies néher
untersuchen, wollen wir einige Bezeichnungen erkléren.

Bemerkung 2.1. Seien B, B’ zwei Basen von einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum V. Fiir eine lineare Abbildung f bezeichne [f]/ 5 die darstellende Ma-
trix von f bzgl. B’ und B, genauer, wir stellen das Bild eines Basisvektors in 5’
mittels der Basisvektoren in B dar, d.h.

f(v)) = Z Aijbi

=1

fiir b; € B',b; € B. Und \;j,...,\y; bildet die j-te Spalte von [f]|s 5. Dieser
Notation nach erinnern wir uns an die Aussage

[f(@)]s = [f]s Blz]s-
Und daher gilt
[z]s = [idv (2)]s = [idv]p Blz]s = Plz]s.
mit P := [idV]B’,B-

Nun beweisen wir die Formel fiir die Matrix des Basiswechsels fiir den Fall
der BLF.
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Satz 2.2. Seien dim(V) < oo, B und B’ zwei Basen von V sowie f eine BLF
auf V. Schreibe A = [f]|p, A" := [f]lg und P := [idy]s . Die gesuchte Basis-
transformationsformel ist dann gegeben durch

A" = P'AP.
Beweis. Seien x,y € V. Wir weisen nach
f(z.y) = [z]zAlyls = (Pz]s) A(Ply]s) = [2]5 (P*AP)[y]s.

Aus der Eindeutigkeit der Darstellung (vgl. Satz 1.6) folgt nun die Behauptung.
O

Beispiel 2.3. Es seien f das Standardskalarprodukt auf R? und & := {ej,ea}

die Standardbasis von R? und B := {(@, Dt (-3, —@)t} eine andere Basis.
Dann bekommen wir die Darstellung einerseits aus der Definition 1.5

[fle = ((1) ?), [f]s = <_2§ _1\?) .

Andererseits erhalten wir [f]g = P'[f]e P mit P := [idg2]ge = (

www‘a
\

M‘%M\H

\./

3 Der Rang der Bilinearform

Wir haben erfahren, dass der Rang der linearen Abbildung — eine blofle natiirli-
che Zahl — wichtige Eigenschaften wie z.B. die Invertierbarkeit dieser Abbildung
vorstellt. Wir werden sehen, dass diese Zahl im Fall der BLF eine sonderliche
Klasse von BLF charakterisiert.

Definition 3.1. Seien f eine BLF auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
V und B eine (beliebige) Basis von V. Der Rang von f ist definiert durch

rk(f) = rk([f]s).

Bemerkung 3.2. Nach Satz 2.2 ist die Definition 3.1 tatséichlich von der Wahl
der Basis unabhéngig.

Wir geben gleich eine Charakterisierung des Ranges.
Satz 3.3. Seien dim(V') < oo und f eine BLF auf V. Es sind dquivalent:
(i) tk(f) =dim(V).
(ii) Ve e VA\{0} Iy e V: f(x,y) #0.
(iii) Vy e V\{0} 3z € V : f(x,y) # 0.

Beweis. Wir zeigen zunichst (i) < (ii). Sei B eine Basis von V und schreibe
A = [f]p und [z] := [z]p fur alle x € V. Wir gehen von (i) aus.

(ii) < Fiir jedes feste x € V\{0}: (V — K, y— f(z,y)) #0.

e x e V\{0}: (K" — K, [y 2] Aly)) £0.

& Vo e V\{0}: [z]'A £ 0.
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& ker([z] — [z]'A) = {0}.

& (K™ — K", [z] — [z]'A) ist injektiv.

& (K™ — K™, [z] — [z]tA) ist surjektiv aus dem Rangsatz. < (i).

Fiir (i)« (iii) betrachte man die Abbildung (z — f(z,y)) bzw. ([z] — [z]'Aly])
fiir festes y € V\{0} und folgere analog. O

Definition 3.4. Seien dim(V) < oo und f eine BLF auf V. Erfiillt f eine
Aussage von Satz 3.2, so heifit f nicht-ausgeartet.

Beispiel 3.5. Sei V := R? und f sei gegeben durch f((z1,22)!, (y1,%2)") =
Z1y1 — YaTo. Dann ist f eine nicht-ausgeartete BLF auf R2.

Beweis. Wihle die Standardbasis B := {e1, ea} von V. Dann ist [f]5 = (é _01> .
Somit ist tk(f) = rk([f]g) = 2 = dim(V'). Also ist f nicht-ausgeartet. O

4 Diagonalisieren der symmetrischen Bilineaform

Nachdem wir einige Eigenschaften von allgemeinen BLF studiert haben, wenden
wir uns nun zu einem speziellen Fall, der symmetrische BLF. Zur Untersuchung
dieser Formen ist folgende Definition hilfreich.

Definition 4.1. Sei f eine symmetrische BLF auf einem beliebigen Vektorraum
V. Die quadratische Form zu f ist die Abbildung

q: V=K, x—qz) = f(z,x).

Lemma 4.2. Seien K ein Korper mit Charakteristik Char(K) # 2, f eine
symmetrische BLF auf V und q die quadratische Form zu f. Dann gilt fir alle
z,yeV

flx,y) = %(Q(ﬂf +y) —q(x) —q(y)).

Beweis. Seien z,y € V. Esist q(z+y) —q(z) —q(y) = f(z+y,z+y)— f(z,z)—

fw,y) = fle,z) + flz,y) + [y, 2) + fy,y) — fz,2) = f(y,y) = 2f(2,y). Da
Char(K) # 2, kbnnen wir die Gleichung mit % multiplizieren. Die Behauptung

folgt. O

Definition 4.3. Sei f eine symmetrische BLF auf V. Zwei Vektoren z,y € V'
heiflen orthogonal bzgl. f (in Zeichen x1y)?, wenn f(z,y) = 0. Eine Ortho-
gonalbasis ist eine Basis von V, deren Elemente paarweise orthogonal (bzgl.
f) sind. SchlieBlich, ist U C V ein Untervektorraum, so heift

Ut :={z eV :xlyfiraleyecU}
der Orthogonalraum zu U.

Lemma 4.4. Sei U ein Untervektorraum von V. Dann ist UL ein Untervek-
torraum von V.

2genauer zlyy
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Beweis. Es seien f eine symmetrische BLF, U ein Untervektorraum von V'
Seien z,y € UL,z € U, A ein Skalar. Wir berechnen

fQz+y,z) =Af(z,2) + f(y,2) =A-0+0=0.
D.h. Az +y € U™, also ist U+ ein Untervektorraum von V. O

Satz 4.5. Sei Char(K) # 2, dim(V) < oo. So gibt es zu jeder symmetrischen
BLF auf V' eine Orthogonalbasis.

Beweis. Seien f eine BLF auf V und ¢ die zugehorige quadratische Form. Wir
fithren eine Induktion nach n := dim(V’) durch. Zunéchst wollen wir zwei triviale
Falle ausschlieBen.

(i) Fiir n =1 ist jede Basis orthogonal.
(ii) Fir f =0 ist jede Basis ebenfalls orthogonal.

Abgesehen davon behaupten wir, dass es ein @ € V gibt mit g(x) # 0: Ist
g(z) = 0 fiir alle z € V, dann liefert Lemma 4.2, dass f = 0, was wir gerade
ausgeschlossen haben.

Sei also 1 € V mit g(x1) # 0. Setze U := Kz;. Wir behaupten: V = UaU*.
Zu zeigen sind

(a) UNU* = {0}.
b)Vz eV 32’ €U " eULt:z=a +2".

Zu (a). Sei z € UNU™L. Dann gibt es ein A € K,z = Ary. Da x auch im
Orthogonalraum zu U liegt, folgt

0= f(z,x1) = Aq(z1).

Da q(x1) # 0 war, folgt A =0 bzw. z = 0.

Zu (b). Sei x € V. Definiere my(z) := Jf(gl’”ill))xl € U. Dann gilt

[z, — 7y () = f(z1,2) — f(o1,70(2)) = f(21,2) — f(2,21) =0,

wobei die letzte Gleichheit aus der Symmetrie von f folgt. Dies bedeutet nichts
anderes als x — 7y (z) € U*. Damit ist die Summe direkt.

Da Ut eine Dimension niedriger ist als V, existiert nach Induktionshypo-
these eine Orthogonalbasis {x,...,2,} von U+ und {z1,...,,} ist dann eine
gewiinschte Orthogonalbasis von V. O

Korollar 4.6. Sei Char(K) # 2. Zu A € Mat,(K) mit A = A" gibt es inver-
tierbares P derart, dass P*AP eine Diagonalmatriz ist. (Daher die Terminologie
Diagonalisieren)

Beweis. Wihle P als die Matrix des Basiswechsels von einer beliebigen Basis B
zu der Orthogonalbasis B’ wie in Satz 4.5, i.e. P = [idy]g 5. Wende nun Satz
2.2 an um die gewiinschte Darstellung von [f]ps zu gewinnen. O

Korollar 4.7. Ist K = R im obigen Korollar, so kann P orthogonal gewdhlt
werden.
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Beweis. Vgl. Satz iiber Hauptachsentransformation, z.B. in [Fe, Kap.VI, Satz 7.3].
O

Satz 4.8. Seien dim(V) < oo, K := R und f eine BLF auf V' mit 1k(f) :=r.
Dann existiert eine Basis B := {by,...,b,} mit der Eigenschaften

(i) [f]s ist diagonal.

3 1, 1<i<r
(11) f(bu bz) - { 0, i>r
Beweis. Nach Satz 4.5 existiert bereits eine Basis B’ := {b},...,b),} von V mit

[f]p’ eine Diagonalmatrix. Nach Definition von Rang gilt rk(f) = rk([f]s'),
also f(b;,b;) = 0 < i > r. (Diese Aquivalenz bekommen wir eventuell nach

1771

Permutation von Zeilen der darstellenden Matrix). Demnach wihlen wir b; mit

1
T LSS
b; := |f(bi’bi)|
b, o, i>r
Setze B := {b1,...,b,}. Dann hat B die gewiinschten Eigenschaften. O

Bemerkung 4.9. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber R; Satz 4.8 be-
sagt, dass zu jeder symmetrischen BLF f auf V mit Rang r eine Basis B von V'
existiert, sodass

[flg = =1, € Mat, (R)
0

mit 7 +7_ = r, wobei I,., die 7, x r; Einheitsmatrix (analog fiir I,_) bezeich-
net.

Ferner kann man zeigen, dass r und r7_ nur von f abhéngen, nicht von der
Darstellung [f]3 fiir irgendeine Basis B. Dies ist die Kernaussage vom Trdgheits-
satz von Sylvester®. Fiir den Beweis dieses Theorems verweisen wir auf [HK,
Ch.10, Theorem 5] und [Fe, Kap.VI, Theorem 7.9].
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