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Aufgabe 1. (Beispiele von Moduln)

(a) Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Wird End(V) mit der üblichen Addi-
tion und der Skalarmultiplikation

K[X]× End(V)→ End(V), (p, f ) 7→ p( f )

zu einem K[X]-Modul? Hierbei sei p( f ) = ∑d
i=0 ai f i für ein Polynom p =

∑d
i=0 aiXi und f i für eine lineare Abbildung f bezeichne ihre i-fache Hinterein-

anderschaltung.

(b) Sei S := Z \ (2) = {s ∈ Z | 2 - s} und Z(2) := S−1Z = { a
s | a, s ∈ Z, 2 - s}. Ist

Q/Z ein Z(2)-Modul?

(c) Finde ein Beispiel für einen Ring R (nicht notwendigerweise kommutativ oder
mit 1) und einen R-Modul, der frei ist, aber keine Basis besitzt.

Rechne zum Beweis nur die nichttrivialen Axiome nach, im negativen Fall genügt wie
immer ein verletztes Axiom!

Aufgabe 2. (Homomorphiesatz)

Sei R ein kommutativer Ring. Sei L ein R-Modul, M und N Untermoduln von L. Zeige,
dass

M/(M ∩ N) ∼= (M + N)/N

als R-Moduln.

Aufgabe 3. (Basen)

Zeige, dass jeder endlich erzeugte Z-Untermodul von Q frei vom Rang 1 ist, Q selbst
aber nicht frei als Z-Modul ist.

Aufgabe 4. (Endlich erzeugte Moduln)

Sei R ein kommutativer Ring mit 0 6= 1. Zeige, dass R genau dann ein Körper ist,
wenn jeder endlich erzeugte R-Modul frei ist.

Abgabe bis Donnerstag, den 12. Mai um 10:00 Uhr in die Zettelkästen neben F411.


