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Übungsblatt 5 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1. (Exakte Sequenzen)

Sei R ein Ring. Ein Diagramm von R-Modulhomomorphismen

. . . −−−−→ Mi−1
fi−1−−−−→ Mi

fi−−−−→ Mi+1 −−−−→ . . .

heißt exakte Sequenz, wenn im( fi−1) = ker( fi) für alle i gilt.

Bezeichne 0 den Nullmodul über R. Zeige:

(a) Ist f : M→ N ein Modulhomomorphismus, so gilt f (Mtor) ⊆ Ntor.

(b) Ist die Sequenz 0 −→ L
f−−→ M

g−−→ N exakt, so auch

0 −→ Ltor
f |Ltor−−−→ Mtor

g|Mtor−−−→ Ntor.

Aufgabe 2. (Annihilator)

Sei R ein Hauptidealring, M ein R-Modul. Sei x ∈ Mtor und a eine Periode von x,
außerdem p ∈ R prim. Zeige:

(a) Rx ∼= R/(a).

(b) Gilt p | a, so ist R/(p) ∼= Rx/pRx.

(c) Gilt p - a, so ist pRx = Rx.

Aufgabe 3. (Periode)

Sei R ein Hauptidealring, M ein endlich erzeugter R-Modul und p ∈ R prim. Zeige:

(a) M[p∞] ist endlich erzeugt.

(b) Es gibt ein minimales n ∈N mit M[pn] = M[p∞].

(c) Es gibt ein maximales n ∈N so, dass pn Periode eines x ∈ M ist.

(d) Es gibt genau ein n ∈ N so, dass M[pn] = M[p∞] gilt und pn Periode eines
x ∈ M ist.

Abgabe bis Donnerstag, den 19. Mai um 10:00 Uhr in die Zettelkästen neben F411.


