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Ubungsblatt 6 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1. (Struktursatz)

Jede abelsche Gruppe ist ein Z-Modul. Benutze den Struktursatz fiir endlich erzeug-
te Moduln, um (bis auf Isomorphie) alle abelschen Gruppen mit 360 Elementen zu
bestimmen.

Aufgabe 2. (Satz von Cayley-Hamilton fiir Moduln)

Sei R ein kommutativer Ring, M ein endlich erzeugter freier R-Modul mit Basis
X1,...,%, und ¢ € End(M) ein Endomorphismus von M. Sei A € R"*" die Darstel-
lungsmatrix von ¢ beziiglich der Basis x1,...,x,, und sei x4 := det(A — XI,) € R[X]
das charakteristische Polynom von A. Zeige:

(a) Der R-Modul M wird durch die Skalarmultiplikation Xv := ¢(v) zu einem R[X]-
Modul.

(b) Im R[X]-Modul M ist xax; = 0 furallei € {1,...,n}.
(c) Im Ring R"™*" ist x4(A) = 0.

Aufgabe 3. (Artinsche und noethersche Moduln)

Sei R ein kommutativer Ring. Ein R-Modul heif$t artinsch, wenn jede absteigende Kette
NiDN; D ...

von Untermoduln von M stationdr wird. Der Ring R heifdt artinsch, wenn er als R-
Modul artinsch ist.

(a) Sei N ein Untermodul des Moduls M. Zeige: M ist genau dann artinsch, wenn
N und M/ N artinsch sind.

(b) Zeige, dass jedes Primideal eines artinschen Ringes maximal ist. Folgere, dass
ein artinscher Integritatsring schon ein Korper ist.

Abgabe bis Mittwoch, den 25. Mai um 10:00 Uhr in die Zettelkdsten neben F411.



