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Ubungsblatt 8 zur Zahlentheorie + Losungen der Aufgaben 2 und 4

Aufgabe 1. (Ganzer Abschluss)

(a) Zeige, dass a 1= 4/ _1%@ ganz tber Z[y/—3] ist, MinPoly(a|Q(+/—3)) aber
nicht in Z[/—3][X] liegt. Warum ist das kein Widerspruch zu Satz 2.4.14?

(b) Bestimme den ganzen Abschluss von Z in Q(1/—3).

Aufgabe 2. (Norm iiber endlichen Koérpern)

Sei L|K eine Erweiterung endlicher Korper. Zeige, dass dann die Normabbildung
Npk : L — K surjektiv ist.
Hinweis: Verwende ohne Beweis die Tatsache aus der Algebra, dass die Galoisgruppe
Gal(L|K) von einer Potenz des Frobenius erzeugt wird, um die Norm in der Form
Npjk(x) = x* darzustellen.

Losung: Schreibe K = F,n und L = Fp» mit einer Primzahl p. Weil L|K eine Kérpererweite-
rung ist, muss m | n gelten. Setze d := [L : K] und q := p™. Dann ist g% = p" = #L.
Die Galoisgruppe Gal(L|K) wird von ¢ : x — x erzeugt, und die i-te Potenz von ¢ bildet x

auf ¢'(x) = x7 ab. Wir kiirzen Nk mit N ab. Nach Satz 2.6.6 gilt N(x) = H?;ol ¢'(x), damit
ist
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setze a := % Die (eingeschrankte) Norm ist ein Gruppenhomomorphismus L* — K*,

damit gilt #L* = #ker(N) - #im(N). Wir zeigen s := #ker(N) < g, dann folgt die Behauptung
aus
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Sei dazu z € L* ein Erzeuger von ker(N) (L* ist zyklisch, und Untergruppen davon ebenfalls),
dann gilt natiirlich z? = N(z) = 1. Andererseits gilt z° = 1 wegen s = #ker(N) und s ist die

kleinste Zahl > 0 mit dieser Eigenschaft, somit s < a.

Aufgabe 3. (Norm algebraischer Erweiterungen)

Sei f := X?+3X*+2 € Q[X] und « € C eine Nullstelle von f. Berechne N4 (¥)
und Spg (%) fiir x € Q(a). Uberlasse das Ausrechnen der Determinante einer
Maschine oder einem Horer der linearen Algebra!

Aufgabe 4. (Diskriminante)

Sei K ein Korper und n € IN.



(a) Sei f =T ;(X — &;) € K[X] mit a; € K. Zeige:
Bp = (=) TTf ().
i=1

(b) Seinun f := X" +aX + b € K[X]. Zeige:
n(n—1)
Ap = (=1)"7 (1= n)"La" 4 n"b" ).
Losung:
(a) Berechne die Ableitung mit der Produktregel: f' = Y _; ITj.(X — &;), Einsetzen ergibt
f'(a;) = ITizk(a; — ay). Produktbildung liefert
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(b) Schreibe wieder f = [ (X — a;). Das Produkt der Nullstellen von f ist gerade

[T &; = (—1)"b. Nach (a) ist [T, f'(a;) = (1 —n)""La" + n"b"~1 zu zeigen.
Fall 1: a = 0. Wir haben f = X" + b, f' = nX"~! und finden

n , n 1 n - _1 1 n(n—1) gerade _1
[1f (i) =]]naf" =n"(]]u = n"(=1)"=Dpn = n"b" .
i=1 i=1 i=1

Fall 2: b = 0,4 # 0. Dann ist f = X" +aX = X(X"~! + a). Wir sehen, dass a; = 0 eine
einfache Nullstelle von f ist und «; # 0 fiir i > 1, also af +ax; = 0 & a1 = —g Es
folgt

i

ﬁf’(zxi) = uli(n - 1)&?71 =aq li(n —1)(-a)=(1- n)"*la”

Fall 3: 0 # 0 # b. Esist f’ = nX"~! + 4. Mit dem Hinweis ergibt sich a = —(aa; +b).
Damit ist

wj(na’t+a)  —n(aa; +b)+ax; a(l—n)a;—nb

f'lai) = = =

& &; %1

Wir setzen zusammen und formen weiter um:

ﬁf’(w) — (1! ﬁ(a(l IR T—
(x) a*(1—n)" nb
- (a(l = n))

_a"(1—n)" nb ! nb
B ((a(l—n)) ”a(l—n)*b)
= """V a"n(1— )"+ a"(1—n)(1—n)"!

— (1 . n)nflan + nnbnfl.

Die Gleichheit (*) erhédlt man, indem man die Produktdarstellung f (ﬁ) =

;1:1 (u(lnifn) — 0(1‘) bemiiht.



