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Ubungsblatt 12 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1. (Kein primitives Element)
Sei a € C mit &®> + a?> —2a +8 = 0 und K := Q(«). Zeige:
(@) B:= "‘2% ist ganz tiber Z.
(b) Agq(a) = —4-503; folgere geschickt Ag|o(1,4,8) = —503 und Ok = Z|a, f].
(c) Fiir jedes x € Ok ist Ag|g(x) gerade.
(d) Es gibt kein ¢y mit O0x = Z[y].
Hinweis: Alle Rechnungen diirfen gerne auf ein Minimum reduziert werden.

Rechne in (c) modulo 2, schreibe x = a + ba + ¢ und verwende

W =28—w, afp=a—4und * =B —2a —2

Aufgabe 2. (Verzweigung in quadratischen Zahlkodrpern)
Sei d € Z quadratfrei mitd Z 1 (mod 4), setze K := Q(\/d).

Bestimme fiir jedes p € P die Primidealzerlegung, den Verzweigungsindex und den
Tragheitsindex von (p) in Ok. Ist p (total) verzweigt, zerlegt oder trige?

Aufgabe 3. (Gitter in R")
Sei n € N und bezeichne A das Lebesgue-Mafs auf R". Zeige:

(a) Sind a4,...,a,; € R" und ist

n
P = {Zyiai|0§yi<lfﬁrallei€ {1,...,n}},
i=1

soist A(P) = |det(ay,...,a,)|.

(b) Ist I' < IR" ein Gitter, so ist I' genau dann vollstindig, wenn eine beschrankte
Menge B C R" mit R" = U, cr(B + 7) existiert.



Aufgabe 4. (Ringsuche - ohne Hobbits oder Zauberer)

Konstruiere je einen Ring R mit genau zwei Primidealen p und g, die eine der folgen-
den Eigenschaften erfiillen:

(a) p und q sind beide maximal.

(b) 0# p Cq.

Hinweis: Man starte in (a) mit dem Ring Z (einfach) oder dem Ring Q[X, Y] (schwer
bis sehr schwer).

In (b) starte man mit dem Ring Q[X, Y] und verwende ohne Beweis, dass Ideale I, |
mit (0) C I C (X) C J C (X,Y) nicht prim sein kénnen.

Abgabe bis Donnerstag, den 7. Juli um 10:00 Uhr in die Zettelkédsten neben F411.



