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Analysis II
1. Übungsblatt

Aufgabe 1.1 Es sei (X, d) ein metrischer Raum, M ⊂ X. Zeige, dass die offenen Mengen im
metrischen Teilraum (M,dM ) mit

dM : M ×M −→ R+
0 , dM (m1,m2) := d(m1,m2)

gerade durch
OM =

{
U ∩M : U offen in (X, d)

}
gegeben sind.

Aufgabe 1.2 Zeigen Sie, dass die Menge

X :=
{

(x, y) ∈ R2 : x ∈ (0, 1], y = sin
(

1
x

)}
∪ {(0, y) ∈ R2 : y ∈ [−1, 1]}

mit der euklidischen Metrik zusammenhängend, aber nicht wegzusammenhängend ist.
Hinweis: Machen Sie sich zunächst klar, was der Begriff ’offen’ in (X, | · |) bedeutet.

Aufgabe 1.3

(i) Sei ‖·‖ eine beliebige Norm auf Rn und (xn)n∈N ⊂ Rn. Zeigen Sie: Gilt limn→∞ |xn−x| = 0
für ein x ∈ Rn, so gilt auch

lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖.

(ii) Seien ‖ · ‖(1), ‖ · ‖(2) zwei Normen auf Rn. Zeigen Sie, dass diese schon äquivalent sein
müssen (d.h. ∃C1, C2 > 0∀x ∈ Rn : C1‖x‖(1) ≤ ‖x‖(2) ≤ C2‖x‖(1)).
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f : (Rn \ {0}, | · |) → R, x 7→ ‖x‖(2)/‖x‖(1).

Aufgabe 1.4 Sei p ∈ [1,∞):

(i) Beweisen Sie, dass (`p, ‖ · ‖p) ein Banachraum ist.

(ii) Ist `p eine abgeschlossene Teilmenge von (`∞, ‖ · ‖∞)? Begründen Sie ihre Antwort!
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