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Analysis II
7. Übungsblatt

Aufgabe 7.1 Sei (X, A , µ) ein Maßraum. Zeigen Sie nun:

(i) Für alle A,B ∈ A gilt A \ B, A ∩ B ∈ A . Außerdem gilt µ(A \ B) = µ(A) − µ(A ∩ B),
falls µ(A ∩B) < ∞ ist.

(ii) Für alle A, B ∈ A mit A ⊂ B gilt µ(A) ≤ µ(B).

(iii) Für jede Folge (An)n∈N ⊂ A gilt µ
(⋃

n∈NAn

) ≤ ∑∞
n=1 µ(An).

(iv) Für jede Folge (An)n∈N ⊂ A mit µ(A1) < ∞ und An ⊃ An+1 (n ∈ N) gilt schon

lim
n→∞µ(An) = µ

( ⋂

n∈N
An

)
(vgl. Satz 4.7).

Aufgabe 7.2 Zeigen Sie, dass keine σ-Algebra existiert kann, welche gleichmächtig zu N ist.

Hinweis: Sei (X, A ) ein Messraum und x ∈ X. Untersuchen Sie die kleinste Menge in A , welche x enthält d.h.

Ex :=
T

A∈A :x∈A A.

Aufgabe 7.3 Sei X eine Menge und D ⊂ P(X) mit

(I) X ∈ D ,

(II) A \B ∈ D für alle A,B ∈ D mit B ⊂ A,

(III) A ∩B ∈ D für alle A,B ∈ D ,

(IV)
⋃

n∈NAn ∈ D für alle paarweise disjunkten Folgen (An)n∈N ⊂ D .

Zeigen Sie nun, dass D bereits eine σ-Algebra ist.

Aufgabe 7.4 Sei T : Rn → Rn eine bijektive, lineare Abbildung.

(i) Zeigen Sie, dass für alle A ∈ B(Rn) schon T (A) ∈ B(Rn) gilt.

(ii) Zeigen Sie, dass
µ(A) := λn(T (A)), A ∈ B(Rn)

ein Maß auf der Borel-σ-Algebra B(Rn) ist.

Hinweis: Betrachte sie die Messbarkeit von T−1.
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