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7. Ubungsblatt

Aufgabe 7.1 Losen Sie die folgenden Randwertprobleme mit Hilfe der Greenschen Funktion:
(i) _77”(56) + 77(@ =T, T € [07 1]7 77(0) =0, 77(1) =2,
(i) an’(z) +7'(x) ==, z € [1,2], 7'(1) =0, n(2) = 0.

Aufgabe 7.2 Das homogene Randwertproblem Lz = 0, R;x = 0 (Bezeichnungen wie in Kap.

5 d)) besitze nur die triviale Losung (d.h. A = 0 ist kein Eigenwert von A). Sei G die zugehérige
GREENsche Funktion. Beweisen Sie (vgl. Lemma 5.15):

(i) Der Operator A: D(A) — C([a, b];(C) ist bijektiv, und somit ist der inverse Operator
M := A7': C([a,b];C) — C([a, b]; C) wohldefiniert.

(i) Es gilt (M[f)(t) = [*G(t,5)f(s)ds fiir f € C([a,b];C).

(iii) Der Operator M ist symmetrisch.

(iv) Eine Zahl p € C\ {0} ist genau dann Eigenwert von M, falls i Eigenwert von A ist.
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)
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(v) Fiir alle f € C([a,b];C) ist (M, f) € R.

Aufgabe 7.3

(a) Geben Sie jeweils die o-Algebra o(&) C Z(Q2) an, welche durch die folgenden Mengen-
systeme erzeugt wird:

(i) Q:=R, &:={{z}: z € R},
(i) Q:=2Z, & :={{—n,n}:n € Np},
(i) Q:=R, & := 2(Q),
(iv) Q:={1,2,3,4}, & := {{1,2},{1,3},{1,4}}

(b) Geben Sie zwei o-Algebren &7 und # auf der Menge Q := {1,2,3,4} so an, dass &/ U A
keine o-Algebra ist.

Aufgabe 7.4 Es sei 2 eine endliche, nicht leere Menge. Fiir jede Teilmenge A C €) sei
C(A) := #A (ZahlmaB). Zeigen Sie:

i) Es gilt ¢ = Og1 mit
we Y{w}

1, fallswe A
Oy (4) 1= { 0, fallsw¢ A

(ii) Jedes MaB p auf Z(Q) hat schon die Form

= b

. weN
fiir gewisse ay, > 0.
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