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8. Ubungsblatt

Definition 8.1 Sei Q) eine Menge, dann heifit p* : P(2) — [0,00] ein duferes Mafi auf Q,
wenn gilt:

(i) w(0) =0.
(ii) Fir alle A,B € () mit A C B gilt p*(A) < p*(B).
(iii) Fir alle (An)n C 2(Q) gilt p* (UpZy An) <D0ty 1 (An).
FEine Menge A € P(Q) heifit p*-messbar, wenn fir alle B € Z2()
W (B) = 1 (B 1 A) + p*(B N A)
gilt.

Aufgabe 8.1 Sei Q # 0 und v: .o/ — [0,00] eine Abbildung auf & C (), mit welcher man
w*: Z(Q) — [0,00] definiert durch

oo, falls kein (A,), C & mit A C |J;2 | Apexistiert

pr (@) =0, p*(A):= {inf {372 v(An) : (An)n C & mit A C(J22, A}, sonst.

Zeigen Sie, dass p* ein dufleres Mafl auf Z2(2) ist. Man nennt dann p* das von v erzeugte duflere
MasB.

Aufgabe 8.2 Sei (2, 47, 1) ein Mafiraum und p* das von p erzeugt duflere Mafl geméf Aufgabe
8.1. Zeigen Sie nun:

(i) Fir alle A € 2(Q) gilt p*(A) = inf{u(B): B € «/,A C B}.
(ii) Fiir alle A € 2(Q) gibt es sogar ein C' € o/ mit A C C und p*(A) = p(C).
HiNwEIS: Verwenden Sie die Aussage von Aufgabe 7.1(iv) der All-Vorlesung.
Aufgabe 8.3 Sei Q # 0 eine Menge und p* ein dufleres Mafl darauf. Dazu definiert man
o(p*):={A e Z(Q): Aist p*-messbar}.

Zeigen Sie, dass o(pu*) eine Algebra ist und M,y €0 Inhalt.

Aufgabe 8.4 Sei (n)nen eine Folge von MaBen auf der o-Algebra o7 mit p,(A4) < ppt1(A)
fiir alle A € o/ und n € N. Man definiere

p:of —[0,00], A~ lim p,(A).

n—oo

Zeigen Sie, dass p ein Mafl auf o ist.

Abgabetermin: Freitag 17. Dezember 2010, vor 10:00 Uhr in die Briefkédsten bei F411.



