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Analysis III
11. Übungsblatt

Aufgabe 11.1 Sei f ∈ L 1(R, C) := {g : R → C : Re (g), Im (g) ∈ L 1(R)} und k ∈ N0. Zeigen
Sie: Definiert man

g : R → C, t 7→
∫

R

f(x)
(1 + |x|)k

exp(itx)dx,

so ist g wohldefiniert und es gilt bereits g ∈ Ck(R, C).

Aufgabe 11.2 Finden Sie Intervalle I1, I2 ⊂ R und eine stetige Funktion f : I1 × I2 → R mit
[I1 3 x 7→

∫
I2

f(x, y)dy] ∈ L 1(I1), [I2 3 y 7→
∫
I1

f(x, y)dx] ∈ L 1(I2) und∫
I1

(∫
I2

f(x, y)dy

)
dx 6=

∫
I2

(∫
I1

f(x, y)dx

)
dy.

Zeigen Sie, dass in dieser Situation schon f /∈ L 1(I1 × I2) gilt.
Hinweis: Suchen Sie eine Funktion derart, dass

R
I1

“R
I2

f(x, y)dy
”

dx < 0 und
R

I2

“R
I1

f(x, y)dx
”

dy > 0 gilt.

Aufgabe 11.3 Sei (X, A , µ) ein Wahrscheinlichkeitsraum (d.h. µ(X) = 1) und F ,G ⊂ A
seien µ-unabhängige Teil-σ-Algebren von A .

F und G sind µ-unabhängig :⇔ ∀A ∈ F , B ∈ G : µ(A ∩B) = µ(A) · µ(B).

Weiterhin sei f : X → R F -messbar und g : X → R G -messbar. Zeigen Sie nun:

(i) Die Funktionen f und g sind A -messbar.

(ii) Gilt f, g ∈ L 1(µ), so gilt auch fg ∈ L 1 und(∫
X

fdµ

) (∫
X

gdµ

)
=

(∫
X

fgdµ

)
.

Aufgabe 11.4

(i) Seien (X, A ) und (X1,A1), . . . , (Xn,An) Messräume und B :=
⊗n

i=1 An. Beweisen Sie,
dass eine Abbildung f : X −→

∏n
i=1 Xi genau dann (A −B)-messbar ist, wenn für alle

j ∈ {1, . . . , n} die Funktion prj ◦ f : X −→ Xj bereits (A −Aj)-messbar ist.

(ii) Sei (X, A ) ein Messraum und f : X −→ R eine Abbildung. Zeigen Sie nun, dass f genau
dann (A −B(R))-messbar ist, falls

M := {(s, t) ∈ X × R : t ≤ f(s)} ∈ A ⊗B(R)

gilt.
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