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Funktionalanalysis
4. Übungsblatt

Aufgabe 4.1 Sei M ⊂ X ein abgeschlossener Untervektorraum des Hilbertraums (X, 〈·, ·〉).
Dann definiert man die orthogonale Projektion P durch

P : X → M,x = m + m′ 7→ m,

wobei die Zerlegung x = m + m′ (m ∈ M,m′ ∈ M⊥) gemäß Satz 2.24 gegeben sei. Zeigen sie:

(i) P ∈ L(X, M) und ‖P‖L(X,M) = 1 (wie üblich ‖x‖M := ‖x‖X , f.a. x ∈ M).

(ii) P 2 = P und 〈Px, y〉 = 〈x, Py〉 für alle x, y ∈ X.

(iii) Es gilt kerP = M⊥ und Im P = M .

Aufgabe 4.2 Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis S := {ei : i ∈ I} für eine beliebige
Indexmenge I. Zudem sei M := {yi : i ∈ I} eine beliebige orthogonale und beschränkte Familie
von Vektoren aus H. Zeigen Sie:

(i) Die Reihe
∑

i∈I 〈x, ei〉 yi konvergiert unbedingt.

(ii) Es existiert genau ein T ∈ L(H) mit Tei = yi für alle i ∈ I.

Hinweis: Zu (i): Versuchen Sie den Beweis von 2.33 Satz a) zu modifizieren.

Zu (ii): Vergessen Sie nicht die Wohldefiniertheit von T zu begründen.

Aufgabe 4.3 Sei F ∈ (`1)′ ein stetiges lineares Funktional auf `1. Man zeige:

(i) Es existiert genau eine Folge (ηn)n∈N ∈ `∞, so dass

F ((ξn)n∈N) =
∞∑

n=1

ξnηn

für alle (ξn)n∈N ∈ `1 gilt. Insbesondere gilt dann auch ‖(ηn)n∈N‖∞ = ‖F‖(`1)′ .

(ii) Für alle ζ := (ζn)n∈N ∈ `∞ gilt schon Fζ ∈ (`1)′, wobei Fζ : `1 → C, (ξn)n∈N 7→
∑∞

n=1 ξnζn.

Hinweis: Man zeige zunächst, dass (ξn)n∈N = limN→∞
PN

k=1 ξkek in `1 gilt, wobei ek := (δkn)n∈N.
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