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Funktionalanalysis
4. Ubungsblatt

Aufgabe 4.1 Sei M C X ein abgeschlossener Untervektorraum des Hilbertraums (X, (-, -)).
Dann definiert man die orthogonale Projektion P durch

P:X - Max=m+m —m,
wobei die Zerlegung x = m 4+ m’ (m € M, m' € M') gemiB Satz 2.24 gegeben sei. Zeigen sie:
(i) Pe L(X,M) und ||P| px ) =1 (wie iiblich ||z][5s := ||z x, f.a. x € M).
(ii) P? = P und (Px,y) = (x, Py) fiir alle z,y € X.
(iii) Es gilt ker P = M=+ und Im P = M.

Aufgabe 4.2 Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis S := {e; : i € I} fiir eine beliebige
Indexmenge I. Zudem sei M := {y; : i € I} eine beliebige orthogonale und beschrinkte Familie
von Vektoren aus H. Zeigen Sie:

(i) Die Reihe ), (,e;) y; konvergiert unbedingt.
(ii) Es existiert genau ein 7' € L(H) mit Te; = y; fiir alle i € 1.
HINWEIS: Zu (i): Versuchen Sie den Beweis von 2.33 Satz a) zu modifizieren.

Zu (ii): Vergessen Sie nicht die Wohldefiniertheit von 7" zu begriinden.

Aufgabe 4.3 Sei F € (/') ein stetiges lineares Funktional auf ¢'. Man zeige:

(i) Es existiert genau eine Folge (7, )nen € £°°, so dass

F((én)néN) = Zénﬁn
n=1

fiir alle (&,)nen € ¢* gilt. Insbesondere gilt dann auch ||(n,)nenlloo = [|F[l(1y-
(ii) Fiir alle ¢ := (Cn)nen € £°° gilt schon Fy € (1), wobei F¢ : €1 — C, (&3)nen — Yoo q &na-

HINWEIS: Man zeige zunéchst, dass (§n)neny = limy oo Zi\;l Erer in £F gilt, wobei ey := (0kn)nen-
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