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Funktionalanalysis
5. Übungsblatt

Aufgabe 5.1 Sei A : D(A) ⊂ X → Y ein linearer Operator zwischen den Banachräumen X
und Y . Zeigen sie:

(i) A ist genau dann abgeschlossen, wenn für alle Folgen (xn)n∈N ⊂ D(A) mit xn → x ∈ X
und Axn → y ∈ Y schon x ∈ D(A) und Ax = y gilt.

(ii) A ist genau dann abschließbar, wenn für alle Folgen (xn)n∈N ⊂ D(A) mit xn → 0 ∈ X und
Axn → y ∈ Y schon y = 0 gilt.

Aufgabe 5.2 Sei X ein C-Banachraum und S, T ∈ L(X). Zeigen Sie:

(i) Ist λ− ST für λ ∈ C \ {0} invertierbar, so ist R := 1
λ(1 + T (λ− ST )−1S) die Inverse von

λ− TS.

(ii) Es gilt σ(ST ) \ {0} = σ(TS) \ {0}.

Aufgabe 5.3 Sei (X, ‖ · ‖) ein Banachraum und Tj : D(Tj) ⊂ X → X (j = 1, 2) zwei
abgeschlossene lineare Operatoren mit D(T1) ⊂ D(T2).

(i) Zeigen Sie, dass ein C > 0 derart existiert, dass

‖T2x‖2 ≤ C
(
‖T1x‖2 + ‖x‖2

)
für alle x ∈ D(T1) gilt.

(ii) Sei λ ∈ C und T1 invertierbar. Zeigen Sie, dass dann auch λT1 + T2 invertierbar ist, falls
|λ| groß genug ist. (Definitionsbereich von λT1 + T2 gemäß 3.24 Def.)

(iii) Sei X := C([0, 1]), D(T1) := {u ∈ X : u′′ ∈ X, u(0) = u(1) = 0} und T1u := u′′ für
u ∈ D(T1). Zudem sei a ∈ C1([0, 1]), D(T2) := {u ∈ X : (au)′ ∈ X} und T2u := (au)′ für
u ∈ D(T2).

Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante M > 0 derart, dass das Problem

λu′′ + (au)′ = f, u(0) = u(1) = 0,

für alle λ ∈ C mit |λ| ≥ M und f ∈ X eine eindeutige Lösung u ∈ D(T1) besitzt.
Hinweis: Ist (un)n∈N ⊂ D(T1) mit un → u ∈ X und u′′

n → v ∈ X, so zeigen Sie zunächst mit Hilfe

der Taylorformel, dass (u′
n(0))n∈N eine konvergente Teilfolge (u′

nk
(0))k∈N besitzt. Beweisen Sie damit die

gleichmäßige Konvergenz von (u′
nk

)k∈N und nutzen Sie Resultate aus A1 um u′′ = v zu zeigen.

Abgabetermin: Donnerstag 28. Mai 2009, vor 10:00 Uhr in die Briefkästen bei F411.


