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6. Ubungsblatt

Aufgabe 6.1 Fiir t € R definiert man
1
exp <__7> t] <1
p(t) = =t
0 |t] > 1.

Zeigen Sie zuniichst ¢ € C{°(R) und konstruieren Sie damit anschlieBend eine Funktion
Y € C§°(R™) mit suppy = {x € R : |z| < 1}.

Aufgabe 6.2 Seien X,Y Banachriume und D C X ein dichter Unterraum. Zeigen Sie:

(i) Ist T: D C X — Y ein linearer Operator und gibt es eine Konstante C' > 0 mit
|Tz||ly < Cllz|x fiir alle z € D, so existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung
S € L(X,Y) von T und es gilt ||S]|x,y) < C.

(ii) Sei (Tx)reny C L(X,Y) eine beschrankte Folge von Operatoren so, dass fiir alle x € D die
Folge (Txx)reny C Y eine Cauchy-Folge ist. Dann gilt: Es existiert genau ein 7' € L(X,Y)
mit T}, > T und es gilt |7 1(xy) < Iminfr_oo | Tkl 2xv)-

Aufgabe 6.3 Sei (H, (-,-)) ein C-Hilbertraum und 7" € L(H). Zeigen Sie:

(i) Ist (Tx,2z) = 0 fiir alle z € H, so gilt T = 0.

(ii) T ist genau dann normal, falls ||Tz|| = ||T*z|| fiir alle z € H gilt.

(iii) Gilt Aussage (i) auch fiir R-Hilbertrdume?

Aufgabe 6.4 Gegeben sei der lineare Operator
A LA(,1)) — IA(0,1)),
fo— Af,

wobei [Af](s) := fol st(1 — st) f(t)dt fiir s € [0,1]. Zeigen sie, dass A beschrinkt und selbstad-
jungiert ist. Berechnen Sie aufierdem p(A), o(A), 0,(A), 0.(A) und o, (A).
HINWEIS: Vergessen Sie nicht die Wohldefiniertheit von A. Stellen sie bei der Betrachtung von (A — \)f = g ein

lineares Gleichungssystem auf.

Abgabetermin: Donnerstag 4. Juni 2009, vor 10:00 Uhr in die Briefkdsten bei F411.



