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Funktionalanalysis
6. Übungsblatt

Aufgabe 6.1 Für t ∈ R definiert man

ϕ(t) :=

{
exp

(
− 1

1−t2

)
|t| < 1

0 |t| ≥ 1.

Zeigen Sie zunächst ϕ ∈ C∞0 (R) und konstruieren Sie damit anschließend eine Funktion
ψ ∈ C∞0 (Rn) mit suppψ = {x ∈ Rn : |x| ≤ 1}.

Aufgabe 6.2 Seien X,Y Banachräume und D ⊂ X ein dichter Unterraum. Zeigen Sie:

(i) Ist T : D ⊂ X → Y ein linearer Operator und gibt es eine Konstante C > 0 mit
‖Tx‖Y ≤ C‖x‖X für alle x ∈ D, so existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung
S ∈ L(X,Y ) von T und es gilt ‖S‖L(X,Y ) ≤ C.

(ii) Sei (Tk)k∈N ⊂ L(X,Y ) eine beschränkte Folge von Operatoren so, dass für alle x ∈ D die
Folge (Tkx)k∈N ⊂ Y eine Cauchy-Folge ist. Dann gilt: Es existiert genau ein T ∈ L(X,Y )
mit Tk

s→ T und es gilt ‖T‖L(X,Y ) ≤ lim infk→∞ ‖Tk‖L(X,Y ).

Aufgabe 6.3 Sei (H, 〈·, ·〉) ein C-Hilbertraum und T ∈ L(H). Zeigen Sie:

(i) Ist 〈Tx, x〉 = 0 für alle x ∈ H, so gilt T = 0.

(ii) T ist genau dann normal, falls ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ für alle x ∈ H gilt.

(iii) Gilt Aussage (i) auch für R-Hilberträume?

Aufgabe 6.4 Gegeben sei der lineare Operator

A : L2([0, 1]) → L2([0, 1]),
f 7→ Af,

wobei [Af ](s) :=
∫ 1
0 st(1 − st)f(t)dt für s ∈ [0, 1]. Zeigen sie, dass A beschränkt und selbstad-

jungiert ist. Berechnen Sie außerdem ρ(A), σ(A), σp(A), σc(A) und σr(A).
Hinweis: Vergessen Sie nicht die Wohldefiniertheit von A. Stellen sie bei der Betrachtung von (A− λ)f = g ein

lineares Gleichungssystem auf.
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