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Funktionalanalysis
11. Ubungsblatt

Aufgabe 11.1 Sei A € L(H) ein Operator auf dem C-Hilbertraum H. Zeigen Sie o,(A4) = 0,
falls A normal ist.
HiNwEIs: Verwenden Sie Aussagen vorheriger Ubungsblétter.

Aufgabe 11.2 Sei H ein C-Hilbertraum mit einem vollstéindigen Orthonormalsystem {e}.cg
und sei A := {A\. € C : e € S} eine beschrinkte Teilmenge von C. Zudem definiert man
F :={f: A — C|f ist beschrinkt}

(i) Zeigen Sie, dass Az := ) g Ac(z,€)e fiir z € H einen beschrankten Operator A € L(H)
definiert.

(ii) Zeigen Sie, dass @ : F — L(H), f + f(A) eine wohldefinierte Abbildung mit || f(A)||1z) =
SUPeeg | f(Ae)] ist, wenn man f(A)z := > g f(Ae) (z,€) e fiir x € H definiert.

(iii) Zeigen Sie ®(f)®(g) = ®(fg) fir f,g € F. Bestimmen Sie weiterhin A* und zeigen Sie,
dass A normal ist.

(iv) Zeigen Sie 0(A) = oapp(A4) = A.
Hinweis: Fiihren Sie einen indirekten Beweis fiir oapp(A4) C A.

(v) Zeigen Sie 0,(A) = A und o.(4) = A\ A.
HINwEIS: Verwenden Sie Aussagen aus Kapitel 2d). Insbesondere Satz 2.34!

Aufgabe 11.3 Gegeben sei die Matrix

0 —i 0
A=|-i 0 o] eC?
0 0 2

(i) Zeigen Sie nun, dass A von der Form in Aufgabe 11.2 (i) mit einem Orthonormalsystem
{v1,v2,v3} C C? ist. Bestimmen Sie {vy,vs,v3} und stellen Sie dann A als Linearkombi-
nation von orthogonalen Projektionsmatrizen in der kanonischen Basis dar.

HiNwEIS: Bestimmen Sie die darstellende Matrix der Abbildungen & € C* — (x,vx) vx und zeigen Sie,

dass es orthogonale Projektionen sind.

(ii) Berechnen Sie eine Matrix B € C3*3 mit B2 = A. Verwenden Sie dazu den Funktional-
kalkiil aus Aufgabe 11.2.

Abgabetermin: Donnerstag 9. Juli 2009, vor 10:00 Uhr in die Briefkdsten bei F411.



