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Funktionalanalysis
12. Übungsblatt

Aufgabe 12.1 Sei T ∈ L(H) ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H. Zeigen
Sie, dass beim messbaren Funktionalkalkül im Allgemeinen σ(f(T )) 6= f(σ(T )) gilt.

Aufgabe 12.2 Gegeben sei der Operator T : L2([0, 1]) → L2([0, 1]) mit (Tf)(t) := t · f(t)
für f ∈ L2([0, 1]), t ∈ [0, 1]. Zeigen Sie nun σ(T ) = σc(T ) = [0, 1] und bestimmen Sie für alle
f ∈ B([0, 1]) den Operator f(T ).
Hinweis: Beispiel 8.25 ansehen.

Aufgabe 12.3 Sei (X, A ) ein Messraum, H ein C-Hilbertraum und E : A −→ L(H) ein
projektorwertiges Maß. Zeigen Sie:

(a) E(∅) = 0.

(b) E(A ∪B) + E(A ∩B) = E(A) + E(B) (A,B ∈ A ).

(c) E(B \A) = E(B)− E(A) für A,B ∈ A mit A ⊂ B.

(d) Seien An ∈ A mit An ⊂ An+1 (n ∈ N). Dann ist E(
⋃

n∈N An) = s- limn→∞E(An). Und
für An ∈ A mit An ⊃ An+1 (n ∈ N) gilt E(

⋂
n∈N An) = s- limn→∞E(An).

(e) Seien A,B ∈ A mit A ∩B = ∅. Dann ist R(E(A)) ⊥ R(E(B)).

(f) E(A ∩B) = E(A)E(B) = E(B)E(A) (A,B ∈ A ).
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