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Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik
4. Übungsblatt

Aufgabe 4.1 Sei A : H ⊃ D(A) → H ein symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum
H 6= {0}. Zeigen Sie nun: Gilt ρ(A) ∩ R 6= ∅, dann ist A schon selbstadjungiert.

Aufgabe 4.2 Gegeben sei der Laplaceoperator

∆: L2(R) ⊃ D(∆) → L2(R), u 7→ u′′

mit D(∆) := H2(R).

(i) Zeigen Sie, dass ∆ selbstadjungiert ist.

(ii) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator

Hψ := − ~2

2m
ψ′′, ψ ∈ H2(R)

keine Eigenzustände besitzt. Was sagt dies über die stationären Zustände eines freien
Teilchens aus?

Hinweis: Zeigen Sie in (i), dass die Resolventen des Laplaceoperators mittels der Fouriertransformation darge-

stellt werden können.

Aufgabe 4.3 (Zeitliche Entwicklung eines freien Teilchens)

(i) Sei α ∈ C mit Reα > 0. Berechnen Sie die Fouriertransformation von f(x) := exp(−αx2)
(x ∈ R) indem Sie für f eine Differentialgleichung der Form u′(x) + βxu(x) = 0 herleiten
und lösen.

(ii) Sei β ∈ R beliebig gewählt. Zeigen Sie nun, dass für fε(x) := exp(−(ε + iβ)x2)ψ(x)
(x ∈ R, ε > 0) und alle ψ ∈ L2(R) schon fε → f für ε → 0 in L2(R) gilt. Dabei ist
f(x) := exp(−iβx2)ψ(x) (x ∈ R).

(iii) Zeigen Sie unter Verwendung von (i) und (ii)

exp(−itH/~)ψ =
√
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für ψ ∈ L2(R) ∩ L1(R) und t 6= 0. Hierbei ist H der Hamiltonoperator aus Aufgabe 4.2
(ii). Sie dürfen dabei ohne Beweis die Darstellung

exp(−itH/~) = F−1 exp
(
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F

verwenden.

Abgabetermin: Donnerstag 15. Dezember 2011, in der Vorlesung.


