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Variationsrechnung

Serie 1

1. Aufgabe (4 Punkte) Zeigen Sie, dass

I[w] :=

∫ 1

−1
w(x)2(2x− w′(x))2dx in A := {w ∈ C1([−1, 1]) : w(−1) = 0, w(1) = 1}

genau einen Minimierer u ∈ A besitzt. Zeigen Sie weiter, dass u die Euler-Lagrange-Gleichung
erfüllt, aber u 6∈ C2([−1, 1]) ist.

2. Aufgabe (4 Punkte) Betrachten Sie das Funktional für A < 0 < a:

I[w] :=

∫ 1

a

√
1 + w′(x)2

−w(x)
dx für w ∈ C1([a, 1]) mit w < 0, w(a) = A.

(a) Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion L(x, z, p) nicht konvex bezüglich (z, p) ∈ (0,∞)×R ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Variablentransformation v :=

√
−2w zu einer Lagrange-Funktion L̃(x, z, p)

führt, die strikt konvex bezüglich (z, p) ∈ (0,∞)× R ist.
Bemerkung: Auf diese Weise kann man zeigen, dass die Brachistochrone eindeutiger Minimierer
der Laufzeit ist.

3. Aufgabe (4 Punkte) (a) Zeigen Sie, dass das Funktional

I[w] :=

∫ b

a
w′(x)2 dx auf A := {w ∈ C1([a, b]) : w(a) = A,w(b) = B}

einen eindeutig bestimmten globalen Minimierer besitzt.
(b) Zeigen Sie, dass das Funktional

I[w] :=

∫ 1

0
w′(x)3 dx auf A := {w ∈ C1([0, 1]) : w(0) = w(1) = 0}

weder Minimierer noch Maximierer (d. h. Minimierer von −I) besitzt. Wieviele Extremalen gibt
es?

4. Aufgabe (4 Punkte) Betrachten Sie

I[w] :=

∫ 1

−1
x2(w′(x))2 + x(w′(x))3dx auf A := {w ∈ C1([−1, 1]) : w(−1) = 0, w(1) = 0}

und zeigen Sie:
(i) u ≡ 0 ist Extremale von I.
(ii) δ2I[u]ϕ > 0 für alle ϕ ∈ C1

0 ([a, b]) \ {0}.
(iii) u ist kein Minimierer von I in A.
Hinweis: Finden Sie in (iii) eine geeignete stückweise lineare Funktion v mit I[v] < I[u].
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