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Im Folgenden bezeichnet U C R™ stets eine offene, beschrinkte Menge.

13. Aufgabe (4 Punkte) Lésst sich Theorem 3.2 (iiber die Existenz eines Minimierers) anwen-

den, um fiir
Iw] = / 1+ |Dw|2 dz auf A:={we Wl’q(U) cwlory = g}
U

mit irgendeinem ¢ € [1,00) einen Minimierer zu finden? Geben Sie ggf. an, wo der Beweis
scheitert?

14. Aufgabe (4 Punkte) Zeigen Sie anhand der folgenden Schritte, dass das Problem

V. (|vuyq—2 vu) —f inU,
uw=0 auf oU,

(1)

fiir ¢ € [2,00) eine schwache Losung u € Wol’q(U) besitzt, wobei f € L>°(U) gegeben ist.

(i) Zeigen Sie, dass (1) die Euler-Lagrange-Gleichung des Funktionals Ifw] := [, % |Vw|? —
fw dx ist.

(ii) Zeigen Sie, dass I koerziv ist, d. h.: Wenn [Jw]|,;,1.« — oo, dann [[w] — oo.
0

(iii) Zeigen Sie, dass I schwach halbstetig von unten ist.
(iv) Beweisen Sie die Existenz eines Minimierers u € I/VO1 “(U) von I.

Hinweise: (ii) Verwenden Sie die Ungleichungen von Poincaré und Hoélder, um I[w] nach unten abzuschétzen. (iii) Verwen-
den Sie die Tatsache, dass die Norm eines Banach-Raums schwach halbstetig von unten ist (Beweis freiwillig als Zusatz).
(iv) Orientieren Sie sich am Beweis von Theorem 3.2; gehen Sie von einer minimierenden Folge aus und zeigen Sie — unter

Verwendung von (ii), (iii) —, dass diese gegen einen Minimierer u € Wol’q(U) konvergiert.
15. Aufgabe (4 Punkte) Angenommen, u: U — R™ ist ein glatter Minimierer des Funktionals
Iw] := / L(x,w, Dw) dx,
U

wobei L : U x R™ x R™*"™ — R die Lagrange-Funktion bezeichnet.
(i) Zeigen Sie, dass
& 9L
(2) Z Z W(UC,%DU)%W&Q >0
ij=1k =1 9Pi9P;

fir alle z € U, £ € R"*, n € R™ gilt.
(ii) Zeigen Sie, dass L : R?*2 — R, P > det P die Relation (2) erfiillt und nicht konvex ist.

Hinweis: Orientieren Sie sich in (i) an dem Beweis der entsprechenden Aussage fiir m = 1 (siehe 3.1(b)).

Abgabe der Losungen: Spitestens am 15.06.2016, 11:45 Uhr zu Ubungsbeginn.
Wer bis 14.06. um 12:00 Uhr in F440 abgibt, bekommt am 15.06. sein korrigiertes Blatt zuriick.



