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Teil 1.

Lineare Theorie der schwachen
Losungen






Ziel der Vorlesung ist die Behandlung/Untersuchung von Randwertproblemen fiir
nichtlineare PDEs 2. Ordnung der allgemeinen Form

V- (A(z,u, Vu)) + ¥(z,u, Vu) = f, x €, (0.1)
wobei ) C R¥ eine offene Teilemnenge des RY ist, N € N, und

A:OxRxRY 5 RY, T: OxRxRY 5 R
gegebene Funktione sind. Die gesucht Grofe ist die Funktion u : Q — R, also eine
skalare Funktion. Typische Beispiele fiir {2 sind
e unbeschriankte Gebiete:
— Q=R - Ganzraum
— Q=RY =R xR, - Halbraum
— Q=RN"1 x [0, 1] - unendlicher Streifen
— Q= RM\Q mit beschrinktem Gebiet 2 - Aussengebiet
e beschriinkte Gebiete: einfach oder auch mehrfach zusammenhéngend.

Gebiete mit nichtleerem Rand erfodern eine zusétzliche Bedingung fiir u, d.h. man
benétigt noch eine Information tiber u auf dem Rand. Beispiele hierfiir sind z.B. (a)
die Werte von u bzw. deren Ableitungen sind bekannt auf dem Rand des Gebietes
(b) u geniigt einer Gleichung auf dem Rand. Fiir unbeschrinkte Gebiete wird das
Verhalten der Unbekannten im ,,Unendlichen® vorgeschieben, z.B. lim|g| o u(x) = 0.

Klassische Beispiele fiir (0.1) sind
—Au=f, x€Q (Poisson-Gleichung)
und

~V-(|VulP2Vu) = f, x€Q (p-Laplace Gleichung).






KAPITEL 1

HILFSMITTEL

1.1. Testfunktionen und Distributionen

In diesem Abschnitt bezeichnet ) stets eine offene nichtleere zusammenhéngende
Teilmenge des RY N > 1. Einfithrung eines geeigneten Raum von Testfunktionen

iiber :

Fir £ € No U {00} bezeichnet C§(2) die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen ¢ :  — R mit kompaktem Triger. Der Triger (support) von ¢ ist
definiert als die Menge

supp ¢ := {x € Q: ¢(z) # 0}.

Definiere weiterhin
D(Q) == Cy(Q),

der Raum der Testfunktionen iiber 2. Mit der iiblichen skalaren Multiplikation
und Addition von Funktionen ist D(2) ein linearer Vektorraum. Leider ist es nicht
moglich, auf dem Raum D(2) (oder auf C§(€2)) eine Norm einzufiihren, so dass D(2)
vollstédndig wird (Banachraum).

Es gibt jedoch eine Topologie 7' auf D(€) mit der ein Konvergenzbegriff erklért
werden kann. Wir benétigen im folgenden nur den von 7 erzeugten Konvergenzbe-
griff.

Definition 1.1.1. Seien (¢,)52, C D(Y), ¢ € D(X). Die Folge ¢,, konvergiert in
D(QY) gegen ¢, wenn gilt:

(i) es existiert eine kompakte Menge K C Q2 mit der Eigenschaft, dass supp ¢ C K
und supp ¢, C K, Vn € N.

!Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist eine Menge 7 von Teilmengen von X, die sog. “offenen
Mengen“ von X, mit der folgenden Eigenschaft: @, X € 7, AN B € 7, falls A, B € 7 und

beliebige(!) Vereinigungen | J,.; A; € 7, falls alle A; € 7.
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(ii) D%®p —>n_s0o D@ gleichmissig auf Q fiir alle Multiindices o € NY'.
Bez. @ € N, dh. a = (ay,...,ay), a; € Ny fiir alle i € {1,..., N} und setze
laf =37 i,

olal
D¢(x) := E

Di = a’ri? D:(Dl,,Dn)

¢($1, Ce ,ZEN)7

Neben dem Raum der Testfunktionen suchen wir einen moglichst grossen Funktio-
nenraum, in dem wir die Losungen von PDEs suchen koénnen.

Definition 1.1.2. FEine Distribution (verallgemeinerte Funktion) tiber € ist eine
lineare Abbildung T : D(Q2) — R, die beziiglich des oben definierten Konvergenzbe-
griffes in D(QY) stetig ist. Wir bezeichnen mit D'(2) die Menge aller Distributionen
iiber Q.

Beispiel 1.1.1. 1. Fiir beliebiges = € Q ist T, : D(2) — R definiert durch

T:(9) = o(x), Vo € D(Q)

eine Distribution {iber € (die sogenannte J-Distribution oder das Dirac-Mass in x).
Man schreibt oft: 0, := T, 0 := dy.

2. Fiir jedes f € Ly 0(2) ist Ty : D(2) — R definiert durch

Ty() = / f(@)o(x) dz, Vo € D),

eine Distribution iiber €. Solche Distribution werden reguér genannt (7 ist die
durch f erzeugte Distribution und man identifiziert f mit T%).

D'(€2) ist ein linearer Vektorraum mit der skalaren Multiplikation und Addition von
linearen Abbildungen definiert durch

(aT)(é) = aT(¢), VéeD(Q), YaeR
(Tl + TQ)(¢) = T1(¢) + Tg(gb), \V/gb € D(Q), \V/Tl,Tg € D/(Q>
Genau wie Fall von D(€2) kann auch D'(€2) nicht geeignet normiert werden. Es gibt

aber, analog wie fiir D(12), wieder die Moglichkeit einen natiirlichen Konvergenzbe-
griff zu definieren.

Definition 1.1.3. Seien (1,,)5°, C D'(2) und T € D'(2). Die Folge T,, konvergiert
gegen T in D'(Q), wenn gilt

lim T,(¢) = T(¢), Vo € D(9).

n—o0
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Beispiel 1.1.2. Fiir n € N ist die reguldre Distribution 7%, € D'(2) mit & = R
definiert durch

73,00 = [ )o@ de, fu(o) = costna), 0 € D),

Sei ¢ € D(£2) mit supp ¢ C (a,b), wobei a < b. Dann gilt T}, — 0, denn

b
70,(0) = [ Su@ote)do = [ cosua)ota) da
b
= —/ Lsin(nz)¢'(z)dz — 0 (n — 00).

Alternativ: Lemma von Riemann-Lebesgue. Beachte: die Funktionenfolge f,, besitzt
auf R keinen punktweisen Grenzwert.

Da die Elemente von D'(Q2) als Losungen von PDE’s in Betracht kommen sol-
len, benotigen wir eine verallgemeinerte Form der Differentiation. Natiich ist es
wiinschenswert, dass der neue Begriff der Differentiation und der klassische Begriff
konsistent sind. D.h., ist f € C*(Q) und Ty € D'(2) die von f erzeugte reguldre
Distribution, dann soll gelten

D*(Ty) = Tpay, VYa €Ny mit |a| <k,

wobei Tha f die von D®f erzeugte reguldre Distribution ist. Fiir regulére Distribu-
tionen gilt aber

D°f(2)6(x) dz = (~1)* / f(2) D (z) du

supp ¢

Tpas(¢) = /
supp ¢

= (=)PITH(D%¢), V¢ € D(Q).
Daher fordert man fiir die verallgemeinerte Ableitung

(DTy)(¢) = (-1 Tp(D¢), V¢ € D(Q).

Diese Art der Definition einer Ableitung ergibt auch Sinn fiir allgemeinere und sogar
nicht-reguldre Distributionen. Die obige Rechnung motiviert daher

Definition 1.1.4. Sei T € D'(Q), a € N} ein Multiindex. Dann ist die distribu-
tionnelle Ableitung D*T von T definiert durch:

(D°T)(¢) = (-1)*IT(D*¢), V¢ € D(Q).

Mit dieser Definition der Ableitung ist jede Distribution beliebig oft differenzierbar!
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Beispiel 1.1.3. 1. Q =R T = §:
D?6y(¢) = (=1)"13(D*¢) = (=1)*| DF () =0 = (=1)*I00(D5 ).
2Q=R, T=Tymit f:R— R, f(z) := |z|. Dann gilt

Ti(p) = —Ty(o / |z|¢' (x) do = /_0 x¢d' () dx — /000 z¢'(x) dx

/qﬁ )dx — [zp(x /qﬁ ) dz

/ H(@)o(x) dz = Tu(6)

mit
1 : 0
-1 :z€(—00,0)
3.Q=RY N >3 T =T mit ®(a) = Fgrpre fir @ € RY\{0}, die

Fundamentallosung der Laplace-Gleichung, d.h. A® = §. (Ubung)
Bemerkung 1.1.1. Wir betrachten folgende partielle Differentialgleichung

N N
Lu := Z a;; D Dju + ijDju teu=f xeRY,
ij=1 Jj=1

wobei a;;,b;,¢c € R und f eine bekannte rechte Seite ist. Der Operator L ist ein
allgemeiner linearer partieller Differentialoperator 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten. Betrachten wir das obige Problem mit f = dy, d.h. wir suchen eine
Distribution T € D'(2), die die Gleichung

LT = o

im distributionellen Sinne erfiillt, so heifit 7" Fundamentallosung. Ein wichtiger Satz
der linearen Funktionalanalysis ist der Satz von Malgrange-Ehrenpreis, der die Exi-
stenz einer solchen Fundamentallosung sichert. Das interessante ist nun, dass jede
Losung von Lu = f, f ist eine Funktion eines geeigneten Funktionenraums, mit
Hilfe der Fundamentallosung dargestellt werden kann. Es gilt ndmlich

u="T=xf
(siehe W. Rudin, ,,Functional Analysis“, etc.).

Fiir die Behandlung allgemeinerer, insbesondere nichtlinearer PDEs, sind Funda-
mentallosungen zweitrangig. Weiterhin ist der Distributionenraum D’(£2) ungeeignet
bzw. zu gross als Losungsraum. Besser geeignet sind z.B. Sobolev-Réume (oder allg.
Besov-Réume). Ein anderer Zugang sind Holderrdume, den wir hier nicht weiter
verfolgen.
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1.2. Schwache Ableitungen und Sobolev-R3aume

Wenn wir ein RWP zweiter Ordunung betrachten
—V-(A(w, u, Du) + U(z,u, Du) = f, w€Q,

ist es notwendig den Funktionenraum so zu wéhlen, dass dessen Elemente v (Losung
des RWPs) regulére distributionnelle erste Ableitungen Du besitzen. Dadurch kann
A(x,u, Du) und V(x,u, Du) sinnvoll definiert werden.

Definition 1.2.1. Sei u € Ly 0.(2). Eine Funktion v € Ly ,.(2) heisst schwache
partielle D*-Ableitung von u, o € NY, wenn gilt:

(D°T,)(6) = / v(@)(z) dz, V6 € D(Q),

Q

d.h. DT, = T,. Dafiir schreiben wir kurz: D = v.

Schwache partielle Ableitung (fast iiberall auf 2) sind eindeutig, wenn sie existieren.
Dies ist eine Folgerung des folgenden Fundamentallemmas der Variationsrechnung.

Lemma 1.2.1. Sei u € Ly ,.(2). Wenn

/ u(z)p(x)de =0, Vo e D(Q),
Q
dann gilt

u(z) =0 f i auf Q.

Proof. Beweisidee: Fiir eine beliebige kompakte Menge K C € (echt enhalten, da 2
offen), konstruiert man eine Folge (¢,), C D(£2) mit den folgenden Eigenschaften:

L. ¢n(x) = xr(z)sign(u) =: sk(x) fir f. a. x € Q. Hierbei bezeichnet yx die
charakt. Funktion und sgn die Signumsfunktion, d.h.

1 12> 0
(z) 1 :ze K an(2) 0 0
T) = , sign(z) = :2=0.

XK 0 2 ¢ K & :

-1 :2<0

2. |pn(z)| < 1lauf K, = {zx € Q:dist(z, K) <1/n} CQ,
3. ¢ = 0 auf Q\K,.
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Wiéhlt man nun ¢ = ¢,,, dann folgt mit Hilfe des Satzes der dominierten Konvergenz
von Lebesgue

0= lim ¢n da:—/|u )| dx

n—o0

und somit u = 0 f. {i. auf K. Da die Menge K C (2 beliebig war, folgt die Behauptung.

Die Konstruktion der approximierenden Folge (¢,,), erfolgt mit Hilfe einer Faltung.
Dazu benotigen wir den folgenden ,,Mollifier

1
T-jz2 .
p(r) = c{e el <1 )

0 Dzl >1

wobei die Konstante ¢ > 0 so gewéhlt wird das [y p(z)da = 1 gilt. Man rechne

nach, dass p € D(RY) mit supp p = B(0). Definiere weiter

N

pu(t) =n"p(nz), neN, zeRY

und damit ist p, € D(RY) mit supp p, = Bi/,(0) fiir alle n € N. Die Folge ¢, erhélt
man nun durch die Faltung von sx mit p,,, d.h.

Gn(1) := /RN pu(z —y)sk(y)dy, x€RY, neN,
- /K Pl — y)sic(y) dy.

Eigenschaften der Folge ¢,,:
e ¢, € D(RY) fiir alle n € N mit

DSy (x /Dxpnx— x(y)dy, YaeNY, zecRY

e suppd, C K, = {x € RY : dist(z,K) < 1/n}, da suppsxg C K und
supp p(x — -) = Byn(x). (Beriicksichtige, dass p,(x —y) = 0 fiir alle |z —y| >
1/n (sogar > 1/n) und da y € K ist, gilt p,(z —y) = 0 fiir alle x € Q\K,,.)

o es gilt |@,(z)] <1 fiir alle x € RY, denn
]]anHLOO(RN) < Hpn”Ll(RN)HSKHLOO(RN) =1, Young’s Ungleichung,

da

10
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o $, — sk f.iiin
u(e) = 5@l = | [ pule = lsicl) = sica)] dy
< en n(x — sik(y) — s (x)|d
< Lw@m< )|k () — sxc ()] dy

SWWA o) — s @)y
1/n %

1

= ch—
|Bl/n($)| B jn(2)

Da nun die Funktion sk in Ly ;,(€2) liegt, gilt nach dem Lebesgue’schen Satz?

sk (y) — sk ()| dy.

i lsk(y) — sk (x)|dy —rns0e 0 fiir f. a. xz € Q
|B1/n(2)] By (@)

und somit

| () — sk (2)] =nseo 0 fiir fa. z € Q.

O]
Beispiel 1.2.1. 1. u: R = R, u(z) := |z|, besitzt die schwache Ableitung v’ = H.
2. Die Fundamentallosung von Au = 4y (fiir N > 3) ist gegeben durch ®(z) =

L +— und besitzt die schwachen Ableitung D;®(x) = —#JT@V, i =

(N=2)wn |z

g e e ey

Definition 1.2.2 (Sobolev-Ridume). Sei 1 < p < oo. Dann bezeichnet W (Q2) den
Funktionenraum aller v € L,(2), die fir alle i = 1,..., N schwache Ableitungen
Dy € Ly(82) besitzen. Der Raum W, (Q2) wird als Sobolev-Raum bezeichnet.
Sobolevraume kénnen nomiert werden.

Theorem 1.2.1. Sei 1 < p < o0.
(a) Auf W(Q) wird durch

N 1/p
[vll1p = ||U||W})(Q) = (HUHi,(Q) + Z ||Djv||€p(g)) ;o 1<p<oo,
j=1

N
oll1.00 = lollweo@) = 0l + D IDsvllae)
j=1

eine Norm definiert. (W (2), || - [|1,5) ist ein Banachraum.

2Satz: Sei f € Ly 10c(Q2), dann gilt lim, o Wlxo)l fBr(xo) |f(x) = f(zo)| dx = 0 fiir fast alle x € Q.
Diese Punkte zg werden ,, Lebesgue-Punkte“ von f genannt.

11
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(b) Fiir p =2 wird durch
N
(v|w)r2 == (V|w)r,y @) + Z (Djv|Dju)r,), Yu,v € Wh(Q)
J=1

ein Skalarprodukt in H'(Q) := W3(Q) definiert, das die Norm || - |12 erzeugt.
Somit ist (H'(Q), || - [[12) ein Hilbertraum.

Proof. Das die obige Definition eine Norm bzw. ein Skalarprodukt ist, sieht man
durch einfaches Nachrechnen. Das der Raum W, (€2) ein Banachraum ist, folgt im
wesentlichen aus der Vollstédndigkeit des L,(€2). Sei v, € W}(€2) eine CF (Cauchy-
Folge). Dann folgt aus der Definition der Norm, dass v, Div,, ..., Dyv, CFen in
L,(2) sind und somit existieren v, uy,...,un € Lp(Q) mit

v, > v e L,(R), D, —u €Ly,(Q), i=1,...,N.

Zu zeigen bleibt, dass D;v = u; fir ¢ = 1,..., N gilt, d.h. die schwache Ableitung
von D;v von v stimmt mit u; iiberein. Dazu folgende Rechnung. Sei ¢ € D({2), dann
gilt

/uz(x)gb(x) der = lim | Dy,(x)¢(x)dr (starke Konvergenz)
Q

n—o0 0

= — lim | v,(z)D;¢(x)dx = —/QU(IF)DiCb(x) dx

n—oo 0

d.h. aber u; = D;v nach der Definition der schwachen Ableitung. Folglich haben wir
v € W,(Q2) und (siehe oben) v,, — v in W (). O

Bemerkung 1.2.1. 1. Analog kann, fiir alle £k € N, 1 < p < oo, der Sobolev-Raum
hoherer Ordnung W(€2) definiert werden als Raum der Funktionen v € L,(Q2), die
schwache partielle Ableitungen bis zur Ordnung k besitzen und alle diese Ableitun-
gen selbst wieder zu L,(§2) gehoren. Ausgestattet mit der Norm

1/p

ollwsey = | D 1D, )] + 1<p <o,
|| <k

||U||w';(9) = Z DL, @), p= o0,

o<k
ist der Raum W (2) wieder ein Banachraum.

2. Man kann Sobolev-Raume auch fiir £ € R definieren. Dies kann im wesentlichen
auf zwei verschiedene Wege getan werden und fiihrt auf die folgenden Skalen von
Réaumen

(a) die sogenannten Bessel-Potential Rdume Hy(€2)

12
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(b) die Sobolev-Slobodeckij Raume W (§2).
Dabei gilt

HE(Q) = WA(Q) Wk e N,

Die Theorie der Funktionenrdaume fiithrt jedoch noch viel allgemeinere Rdume ein ...
(vgl. Triebel).

3. Es gibt auch lokale Sobolevraume, z.B. W}, .(Q2) (die Menge der L, jo.(€2) Funktio-
nen deren schwache partielle Ableitungen definiert sind als die Menge der Ly, jo.(£2)-

Funktionen, die schwache partielle erste Ableitungen in L, ;,.(£2) besitzen.
Beuspiel 1.2.2. 1. Die Fundamentallosung

1 1
N >3,

@) = N V2

der Laplace-Gleichung ist Element des Wi, (R") und sogar W, .
1<p< N/(N-1).

2. Die Funktion u(x) = |z|, x € R, liegt in W}, (R) fiir alle p € [1, 00).

p,loc

(RYN) fiir alle

Da zu den RWPen auch Randbedingungen gehéren, so z.B.

—V-(A(x,u, D)) + Dz, u, Du) = f, @ €Q,
u=g, x €,

mit gegebenen Funktionen f und g, stellt sich die Frage des Randwertes von u €
W, (€2). Beachte: Da nur u € L,(€2) und deren schwache Ableitungen in L, (£2) liegen,

ist u a priori nur fast iiberall definiert. Im Ubrigen sind die Elemente von W, ()

(genauso wie die Elemente des L,) Aquivalenzklassen von Funktionen, die fast iiber-
all iibereinstimmen. Der Rand 012 ist eine N-dimensionale Lebesgue-Nullmenge fiir
beschrinkte Gebiete 2. Darum macht es eigentlich keinen Sinn von den Werten
auf dem Rand zu sprechen. Ein erster Schritt dies zu verstehen, liefert die folgende
Definition.

Definition 1.2.3. Es bezeichnet VOV;(Q) = D(Q)H'Hl’p den Teilraum der Funktionen
u € W, (Q), die durch eine Folge von Testfunktionen (up), C D(Q) in der || - ||1,-
Norm approximiert werden kdnnen.

Wenn Q = RY, so gilt VOV;(Q) = W,(Q). Fiir beschréinkte offene Mengen  gilt
jedoch

W3 () € W),

also strikt kleiner als W, (€2). Der Raum \;V;(Q) bietet jedoch eine Moglichkeit einer

Randspur im verallgemeinerten Sinne. Da jedes Element des VOV;(Q) durch eine Folge

13
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von Testfunktionen approximiert werden kann und diese auf dem Rand verschwin-
den. Dies Bedarf natiirlich einer Prazision!

Dafiir benotigen wir
Definition 1.2.4. Seien(X, || - ||)x) und (Y, || - |ly) Banachrdiume.

(a) Falls eine lineare injektive Abbildung j : X — Y existiert, dann heisst X in'Y
eingebettet.

(b) Falls die injektive lineare Abbildung aus (a) stetig ist, d.h. ein ¢ > 0 existiert
mat

ljzlly <cllzllx Vo€ X,

dann heisst X stetig in'Y eingebettet. Notation: X — Y.

(c) Falls j aus (a) stetig und ausserdem beschrinkte Teilmengen von X in relativ
kompakte Teilmengen von Y dberfihrt, d.h. wenn fir jede in X beschrdnkte
Folge (x,,), die Folge (j(x,)), eine in Y konvergente Teilfolge enthdlt, dann
heisst X kompakt eingebettet in Y. Notation: X —— Y.

Bemerkung 1.2.2. 1. Falls X in Y eingebettet ist, kann X algebraisch als Teilraum
von Y aufgefasst werden, indem man jedes Element z € X mit j(z) € Y identifiziert.

2. Falls sogar X — Y, dann kann X auch im topologischen Sinn als Teilraum von
Y angesehen werden. X | erbt® die topologischen Eigenschaften von Y . Ist z.B. Y
separabel oder reflexiv, so gilt gleiches auch fiir X. Zur Illustration:

Jiso 1 X = WH(Q) = Y = Ly(Q; RV =L, wws (u, Dyu,..., Dyu)

ist eine lineare injektive Einbettung. Die natiirliche Norm des L,(Q; RV ™) ist gege-

ben durch
N 1/p
[olly = (Z ||Uk||]£p(g)>
k=1
oder durch
N
ollly = > lloglle, -
k=1
beide Normen sind dquivalent. (Y| - ||y) ist ein Banachraum und j : X — Y sogar
eine Isometrie, d.h. ||v||x = |Jv|]y fiir alle z € X. Aus der Separabilitét von L,(€2)

und der daraus resultierenden Separabilitit des Produktraumes L, (; R¥*1) und der
Isometrie folgt nun die Separabilitdt. (Das Bild j(X) is abgeschlossen und damit ist
J(X) C Y ein abgeschlossener Teilraum von Y.

14
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3. Wenn man die Eigenschaft , Eine Teilmenge eines separablen metrischen Raums
ist separabel.“ benutzt, reicht es aus die obige Abbildung wie folgt zu definieren
J Wo(Q) — Ly(82), j(u) := u. Dann ist j zwar keine Isometrie mehr, jedoch gilt
lvll, < [|v]l1p, d-h. ¢ = 1 in der obigen Ungleichung. j(X) = X C Y ist eine
Teilmenge des separablen Raums Y = L,(12).

4. Mit Hilfe des Satzes ,, Jeder abgeschlossene Unterraum eines reflexiven Banach-
Raums ist selber ein refleviver Banach-Raum.* kann man die Reflexivitit von W (€2)
fir 1 < p < oo zeigen. Trivialerweise ist Y abgeschlossen (Banachraum!) und
Jiso(X) C Y = L,(9) ist abgeschlossen (j;s, ist eine Isometrie!).

Theorem 1.2.2. Fiir alle 1 < p < oo ist der Banachraum W, (2) separabel. Fiir
alle 1 < p < oo ist W (§2) reflexiv.
Eine andere stetige Einbettung liefert der folgende Satz.

Theorem 1.2.3. Seiu € W, (1) mit I = (a,b), a <b, 1 < p < oo. Dann existiert
eine absolut stetige Funktion @ : [a,b] — R mit u = @ f. 4. auf I und es existiert
eine nur von a, b und p abhingige Konstante C' > 0, so dass

[ = max )] < Clulmyery

D.h., die Einbettung j : W,(I) — C(I) ist stetig. Man kann somit u mit einer
stetigen Funktion identifizieren.

Bemerkung 1.2.3. 1. Fiir N > 1 gilt:

) — N
W, () = C(%), 1—?>0 & p> N,

wobei Q € {RY,RY} oder ein beschriinktes glatt berandetes Gebiet ist.

2. Ist 1 < p < oo, dann gilt sogar

1 'y_ N
W, (Q) — C'(Q), 1>7::1—?>0.

3. Fiir p = 00, 2 = I = (a,b) erhélt man

Wi (1) = C([a, b)).
Proof. (von Theorem 1.2.3) Fiir z € [a,b] definieren wir die Funktion

v(x) = /f’f u'(s)ds, x € [a,b].

o

Die schwache Ableitung v’ liegt in L, (a, b) C Ly(a,b), Vp € [1, 00| (Die Funktion u' ist
Lebesgue-integrierbar.). Nach dem Haupsatz fiir Lebesgue-Integrale ist die Funktion
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1. Hilfsmittel

v absolut stetig und damit fast {iberall differenzierbar. Die klassische Ableitung v’
stimmt fast iiberall mit der schwachen Ableitung u’ iiberein. Fiir alle ¢ € D(1) folgt
damit

/ (0(z) — u(x))¢ () dx = 0.

Daraus folgt (Ubung), dass u(x) = v(x) + const fast iiberall auf [a,b]. Damit ist
gezeigt, dass u fast iiberall mit einer absolut stetigen Funktion @ : [a,b] — R iiber-
einstimmt, 4 := v + const.

Die Abschitzung wird mit der Holder-Ungleichung gezeigt. Der MWS der Integral-
rechnung liefert

1 b
dxg € [a,b] 1 U(zo) = - a/ u(s) ds.

Damit gilt
x 1 b T
a(x) = (xo) +/ W' (s)ds = T / W' (s)ds —|—/ i (s)ds, Vrel.
a o

o

Holder liefert schliesslich
la(x)] < b— / [a'(s)|ds+ [ |d'(s)|ds

_b— /| |ds+/| s)|ds

1 _ N
< 2+ 1) / Lds)' i ) = [ + Do = )PPl

< C(a7bap>”u”1,p‘

1.3. Approximations- und Fortsetzungssaitze

Theorem 1.3.1. Sei Q ein beschrinktes Gebiet im RY | N > 1,1 < p < oo. Dann
qgilt:

(a) W ()N C=(Q) ist dicht in W,(Q), d.h. fir alle w € W, (Q) existiert eine Folge
{tn}n C W) NC=(2), so dass

U, —u— 0 in Wi(Q),
d.h.
U, —u —0, D, —Du—0 in L,(Q),Vi=1,...,N.
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1.3. Approximations- und Fortsetzungssétze

(b) Wenn der Rand von S glatt ist, dann gilt:

C=() b = wr(q),

p
kurz C>=(§2) < W, ().
Den Beweis findet man z.B. in Evans, ,Partial differential equations”. Ein anderes
wichtiges Resultat ist der folgende Fortsetzungssatz

Theorem 1.3.2. Sei Q C RY ein beschrinktes glatt berandetes Gebiet, genauer
0N e CH,N>1,1<p< oco. Sei V eine offene Menge mit Q CcC V C RV,
Dann existiert eine Abbildung (Fortsetzung) E : W1(Q) — WL(RYN), so dass fiir alle
u € W(S2) gilt:

1) Eu=u f. . aufQ,

2) Bu=0 f . auf RV\V,

5) |Eullwy@m~y < Cllullwy@) mit einem C > 0, welches von w unabhdingig ist, d.h.
E ist eine stetige Abbildung (L.a. ist E eine nichtlineare Abbildunyg. ).

Evans.

Der letzte Satz dieses Abschnittes geht noch einmal auf das Problem der Spur ein.
Es gibt eine sogenannte Spurtheorie fiir Sobolev-Réume. Der einfachste Fall lautet

Theorem 1.3.3. Sei Q ein beschrinktes glattberandetes Gebiet im RY, genauer
F:=00ecC!, N>1,1<p<oco. Dann ezistiert ein stetiger linearer Operator

Tr : W,(©2) — L, (092)
mit der Eigenschaft
Tru =up, Yue W, (Q)NC(AQ).

Tr heisst Spuroperator bzgl. T'; Tru heisst die Spur von u € W, (S2) auf T

Beweisidee: Man zeigt zuerst fiir u € C=(Q) die Abschitzung

|u(z)]” do(z) < C(p, Q)|[ullfyy
o0N P

mit einem C(p, 2) > 0. Die obige Abschitzung zeigt, dass der lineare Operator

Tr : C*(Q) N WL(Q) = Ly(09), ur T'u= upg

stetig ist. Da nach Satz 1.3.1 der Raum C>(£2) dicht in W () liegt, kann der
Operator Tp zu einem linearen stetigen Operator Tp auf W, () fortgesetzt werden.
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Bemerkung 1.3.1. e Mit Hilfe des Spuroperators kann von der Spur einer belie-
bigen Sobolev-Funktion u gesprochen werden; man schreibt oft auch wuq.

e Man kann zeigen, dass
W(Q) = {u € W(Q) : ujpq = 0 £. il auf 90},

d.h. N(Tho) = W(Q).

e Man kann zeigen, dass es eine lineare stetige Abbildung R : Tr(W,(2)) —
WL(Q) gibt.

o Es gilt: Too(W,(§2)) = W, /7(09) fiir 1 < p < oo,

Beispiel 1.3.1. Sei Q ein glattberandetes, beschrinktes Gebiet des RN, N > 3,
7o € RY und v : RY — R definiert durch v(z) = ﬁm Dann gilt v € W, ()
fiir alle 1 < p < N/(N —1). Damit aber auch vjpq € Toa(W,(€2)). Liegt der Punkt g
auf dem Rand von €2, so ist die Funktion w : 9Q — R, u(x) := vjga(z) offensichtlich

unstetig und unbeschrénkt.

1.4. Kompakter Einbettungssatz und Poincare’sche
Ungleichung

Theorem 1.4.1. Sei Q) ein beschrinktes glattberandetes Gebiet im RN, N > 1,
1<p<oo,1<qg<oo. Dann gilt:
W, (Q) == Ly(Q), fir 1> N(1/p—1/q)s.

p

Es treten folgende Félle auf:
L. 1/p—1/q <0, d.h. aber p > ¢q. Somit gilt: W () —— L,(Q) fiir alle ¢ < p.
2. 1/p—1/q¢>0,dh. 1 — N/p> —N/q. Hier gibt es zwei weitere Félle

o Ist p> N, dann gilt 1 — N/p > 0> —N/q fiir alle 1 < g < co. Damit gilt:
Fiir p > N ist W () = L,(£) fiir alle 1 < ¢ < oo.

o Fiir p < N ist W () —— L,(Q) fiir alle 1 < ¢ < p*:= NN—_’;.
Wofiir ist die kompakte Einbettung niitzlich? Oft versucht man die Existenz einer
Losung u € Zj einer Differentialgleichung Lu = f, L ein (nichtlinearer) Differential-
operator, Z; ein geeigneter Funktionenraum, f € Xy, X, ein weiterer Funktionen-
raum, zu zeigen, indem man ein Approximationsargument einbaut. Z.B. kénnte es so
sein, dass man fiir glatte rechte Seiten eine Losung konstruieren kann, d.h. man kann
Lu, = f, € X; C X 16sen und erhélt ein u,, € Z; C Zy. Nun muss man zeigen, dass
die u,, € Z; C Zy in Zj gegen eine Losung von Lu = f konvergieren. Dies ist jedoch
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1.4. Kompakter Einbettungssatz und Poincare’sche Ungleichung

fiir nichtlineare Probleme oft nicht moglich, aber zumindest Beschrianktheit in Z;
oder Zj. Im ersteren Fall hat man fiir Z; —<— Z, die Konvergenz einer Teilfolge u,,,
gegen ein u € Zjy. Bleibt zu zeigen, dass u die Gleichung Lu = f 16st. Im zweiten
Fall benotigt man, dass zumindest Zy << Y mit einem weiteren Banachraum Y.
Manchmal reicht die daraus resultierende Konvergenz einer Teilfolge von u,, gegen
ein Element v € Y aus, um v € Z; und Lu = f zeigen zu kdnnen.

Von besonderer Bedeutung ist auch die Poincare’ sche Ungleichung, die zeigt, dass

die Norm einer VOV;)(Q) Funktion allein durch ihre Ableitungen bestimmt ist.

Theorem 1.4.2. Sei Q) eine beschrinkte, offene Menge in RN, N > 1,1 < p < o0.
Dann ezistiert eine Konstante C' > 0, die nur von §2 und p abhdngt, so dass

[0lIT, @) < C(2,p Z I1Dul[E, 0y Vv € W, (9).

1/p o
Insbesondere definiert |||v||| = (Zjvzl ||Djv||’£p(ﬂ))> eine Norm auf W, (§2), die

dquivalent zur || - ||1,-Norm ist.

Proof. Wir zeigen nur die Ungleichung fiir Funktionen v € D(2), da D(£2) dicht in

VOV;(Q) liegt. Da € beschrénkt ist, existiert ein d > 0, so dass Q C {x = (21, ...,zn) €
RY,|z1] < d}. Hieran erkennt man sofort, dass es ausreicht Beschriinkheit bzgl. einer
Raumrichtung zu haben. Voriibergehend nehmen wir an, dass p > 1. Mit partieller
Integration erhalten wir:

||v||§p(m:/ |pdx_/8 o |o(2)| de

:/ x1 - v(z)|v(z) P do(x) — / x1p|v(a:)\p’lsgn(v(x))amv(:v) dzx
oN Q
_ / £yplo(2) P sgn(v(2))0,, () dz < plla o / [o()P110,,v(x)] de

< pllzallocllv i~ H10s, vl < pdlolly [ Doll,.

Division durch [|v[[5~" und erheben der p-ten Potenz liefert die Ungleichung. Daraus
erkennt man C' < dp und der Fall p = 1 erhélt man durch den Grenzprozess p —
1. O

Bemerkung 1.4.1. e Die Ungleichung gilt auch fiir W,(2) Funktionen v mit
fQ vdr = 0 bzw.

o= 30y < OO0 D0l gy Vo € WH@), = & |

7j=1

wobei G C Q mit |G| > 0.
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o Ist I'y C I' = 0Q mit |I';| > 0, dann gilt ebenfalls
N
lo =2, 170y < CQT1,p) Y IDlE o) Vo € W),
j=1

wobei Up, = ﬁ Jr, v(@) do().

e Die Poincare’ sche Ungleichung gilt i.a. nicht fiir unbeschrinkte Gebiete €.
Wie schon im Beweis erwahnt, funktioniert der Beweis fiir Gebiete, die bzgl.
einer Raumachse beschrankt sind. Gegenbsp. fiir 2 = R, p = 1: betrachte
Uy () == min{l, max{n + 1 — |z|,0}}. Dann miisste gelten

2n+ 1 = ||Jup||n,m) < C/ W/ (2)], de = C2,
R

was ein Widerspruch zur beliebigen Wahl von n und der Unabhéngigkeit der
Konstante C' von n ist.

1.5. Dualraume und Sobolev-R3aume

Zur Erinnerung:

Sei (X, || -||) ein Banachraum. Dann bezeichnet man mit X* die Menge der stetigen
linearen Funktionale auf X, d.h. X* = £(X,R); insbesondere gilt |¢(x)| < ¢||z|| fir
alle x € X. Xx wird der Dualraum von X genannt. Fiir einen beliebigen Vektorraum
X ist X* ein Banachraum, d.h. mit der {iblichen punktweisen skalaren Multiplikation
und punktweisen Addition. Die Norm ist definiert als

[0l = sup |o(z)].

xEX,Hx||X§1

Oft mochte man X* auf dem Level von X behandeln und schreibt daher

qb(l‘) = <¢7 x>X’,X = <¢7 $>,

wobei (-,-) : X* x X — R Dualitdtsklammer genannt wird. Sie ist linear in beiden
Eintragen. Von X* kann man wieder den Dualraum betrachten, den Bidualraum
X** = (X*)*. Mit Hilfe dieser beiden Raume konnen wichtige Erkenntnisse iiber
den Raum X gewonnen werden.

Theorem 1.5.1 (Satz von Riesz). Sei (H, (+])) ein Hilbertraum. Dann gilt:

o [ir alle ¢ € H* existiert ein eindeutiges Element vy € H, so dass

(¢, u) = (vg|u), Vuc H.
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1.5. Dualrdume und Sobolev-Raume

o Zudem gilt
1]

H* = ||U¢||H'

e Durch die Abbildung j : H* — H, ¢ — vy ist ein isometrischer Isomorphismus
gegeben.

Man schreibt kurz H* = H.
Notation: Man schreibt W () := (VOV;(Q))* und H'(Q) := (VO\@(Q))* Es folgt nun
Theorem 1.5.2. Sei ¢ € H (). Dann existieren fy, f1,..., fn € La(2) mit

(6.0) = (folo) + D _(Fl00). Vo € H().

Proof. Da IZP(Q) ein Hilbertraum ist, gibt es ein eindeutiges Element f, € IZP(Q),
so dass

(¢, v) :(f¢yv>:/f¢udx+z/Djf¢-Djudx, Vo € H'(Q).
Q T Ja
Die Funktionen fy := fy, fi := Difs,..., fv := Dn fs leisten das Gewiinschte. [

Die Funktionen fo, ..., fy sind nicht eindeutig! Das Nullelement des H™*(2), =
(0,1) X (071) ldsst sich mit fo = fl = f2 = 0 und mit fo = 0, f1 =, fg =
darstellen.

Ein dhnliches Resultat gilt fiir den W '(Q2). Da (L,(22))* = Ly(Q), 1/p+1/p' =1,
1 < p < oo und insbesondere (f,g) = [, fgdz gilt, kann man zusammen mit der

isometrischen Einbettung jis, : VOV;(Q) — L,(Q)Y folgende Abbildung definieren:
Fiir ein ¢ € W,'(Q) setze

T:=¢oj.l: D(T):= j@SO(VOV;(Q)) - Lp(Q;RNH) — R,

wobei D(T') ein abgeschlossener Teilraum des L, (€; RV*!) ist. Hahn-Banach liefert
eine Fortsetzung T : L,(GRY*Y) — R mit ||T)| = ||T)| und Tpery = T. Mit
(L,(22))* = L,y (2) bekommt man

N
(T,v) = Z/ fropdz Yo = (vg,...,vy) € Ly(Q; RN,
k=0 ¢
Insbesondere folgt fiir u € \;V;l,(Q)

<¢7 u> - ¢(u> - T(jiso<u)) = T(]zso(u)) = /Qfou dx + Z/kaDku dx.
k=1
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KAPITEL 2

LINEARE ELLIPTISCHE GLEICHUNGEN UND
DAS LEMMA VON LAX-MILGRAM

Im folgenden bezeichnet Q stets ein beschrinktes Gebiet im RY mit C'-Rand I' :=
0f), N > 1. Wir behandeln in diesem Abschnitt Randwertprobleme fiir lineare PDEs
2. Ordnung vom Typ

Lu=f, x€q,
Ru=g¢g, zel.

Hierbei ist

N
— Y Dj(ai;(x)Dyu) +Zb )Dju + c(z)u

(kurz:  Lu = —V-(A(x)Vu) + b(z )-Vu+c( Ju, A= (ay)_y, b= (b))

7=1

ein sogenannter linearer elliptischer Differentialoperator in Divergenzform. Voraus-
setzungen an die Koeffizienten sind:

e a;;,b;,ceL(Q) furalled,j=1,...,N
o A= (aij);; ist symmetrisch

o A ist gleichméfig positiv definit, d.h. es existiert ein A > 0 mit

T A(x)- € > MNéPP, VEERY, fa xeq.

Letztere Bedingung ist eine gleichméssige Elliptizitatsbedingung. Als Randopera-
toren kommen folgende in Betracht

e Ru:=ur,

o Ru := (A(x) - Vulv(x))r, wobei v(z) die Einheitsaussennormale im Punkt
x € I' bezeichnet,
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2. Lineare elliptische Gleichungen und das Lemma von Lax-Milgram

o Ru = pur + (A(x) - Vu|v(z))r mit p € R,

o Ru := (Ryu, Ryu) wobei Ryu := ujr, und Ryu := (A(x) - Vulv(x))r,. Hierbei
st '=T Ul mit YNy =@ und [T >0, j =1,2,

Die rechten Seiten f und g sind gegeben.

2.1. RWPe mit homogener Dirichlet-Randbedingung

Als erstes behandeln wir das Randwertproblem fiir homogene Dirichlet Randbedin-
gungen:

Lu=f, ze€Q,

2.1
u=0, zel. (2.1)

Um die schwache H!-Formulierung dieses RWPs zu erhalten, nehmen wir an, dass
u das Problem (2.1) im klassischen Sinne erfiillt. Multiplikation der Differentialglei-
chung mit einer Testfunktion ¢ € D(Q2) und partielle Integration fiihrt zu

afu, ¢) = / (A(x) - Vu|V) + (b()| V) + c(w)ugp dx = / fa)ode.  (2:2)

Fiir diese Formulierung reicht es, dass u € H'(Q2), alle Koeffizienten in L. (£2) sind
und f € Ly(€2). Da ausserdem D(2) dicht in H'(2), kann durch ein Approximation-

sargument die obige Integralgleichung sogar fiir alle ¢ € H'(Q2) erklart werden. Dies
motiviert

Definition 2.1.1. Fine Funktion u € IEII(Q) heifst schwache Losung von (2.1), wenn
u die Familie der Integralgleichungen (2.2) fir alle v € H'(Q) erfallt.

Die Fragen der Existenz, Eindeutigkeit, und stetige Abhéngigkeit der Anfangsdaten
sollen nun beantwortet werden fiir

a(u,v) = /Qf(x)vdx, Yv € ﬁl(ﬂ)

Definition 2.1.2. Sei (X, || -||) ein Banachraum, a : X x X — R eine Abbildung.
Die Abbildung a heisst
e bilinear, falls a in jeder Komponente linear ist,

o symmetrisch, falls a(x,y) = a(y,x) firr alle x,y € X,
e positiv, falls a(z,z) > 0 fir alle x € X,
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2.1. RWPe mit homogener Dirichlet-Randbedingung

o stark positiv oder koerzitiv, falls ein X\ > 0 existiert, so dass

a(z,x) = Mlz|x, VeeX.

e heisst beschrinkt, wenn ein M > 0 existiert, so dass

ja(u, )| < Mllullx|[v]x,  Yu,ve X

Es ist offensichtlich, dass die Abbildung a, definiert in (2.2), bilinear ist. Die Ab-
bildung a heisst auch die der Differentialgleichung zugeordnete Bilinearform. a ist
symmetrisch genau dann, wenn b = 0 ist.

Das Lemma von Lax Milgram gibt ein Hilfsmittel zur Hand, das RWP (2.1) zu 16sen

Lemma 2.1.1 (Lemma von Lax Milgram). Sei (H,(:|-)) ein Hilbertraum, a : H X
H — R eine beschrinkte, koerzitive Bilinearform. Dann gilt: Fiir jedes f € H*
eristiert genau ein u € H, so dass

a(u,v) = (f,v)pn, Vo€ H.

Bevor wir die obige Aussage beweisen, schauen wir uns noch einmal (2.2) an. Die
erste Frage die auftaucht lautet: Wird durch f € Ly(§2) ein Funktional definiert?

Wir definieren dazu j; : IZP(Q) — R, jf(v) == [, f(z)v(x) dz. Offensichtlich gilt
jr € H'(Q). Wahlt man ¢ = j;, so kann (2.2) in die Formulierung des obigen
Lemmas gebracht werden.

Es gilt weiterhin: Die Abbildung j : Lo(Q2) — H™ (), f — jy ist linear, stetig und
injektiv. Damit erhdlt man Ly(Q2) — H*(9).

Definition 2.1.3. Sei f € H'(Q). Eine Funktion u € POII(Q) heisst schwache
Losung von (2.1), falls gilt:

alu,v) = (f,v) Vo € H'(9).

H-1(),H1(Q)’

Beweis von Lax-Milgram. Fir jedes feste u € H ist die Abb. v € H — a(u,v) € R
ein stetiges, lineares Funktional auf H, d.h. ein Element in H*. Die Linearitét ergibt
sich aus der Linearitéit von a bzgl. der 2. Komponente, die Stetigkeit folgt aus der
Beschréinkheit von a. Wir bezeichnen fiir jedes feste v € H das soeben definierte
Element in H* mit Au. Damit kénnen wir einen Operator

A:H— H", uw— Au
definieren, d.h.

(Au,v) g+ g := a(u,v), Yve H.
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2. Lineare elliptische Gleichungen und das Lemma von Lax-Milgram

A ist linear und beschrankt,

[ Au

u = sup (Au,v)gey < sup Mullullvlly < M|ullu, Yue H.
lvllz<1 vz <1

Wir wollen nun zeigen, dass A : H — H* bijektiv ist, d.h. die Gleichung Au = f
besitzt fiir alle f € H* genau eine Losung v € H. Diese Gleichung ist equivalent zu
u=c¢cjf+u—cjAu,

wobei € > 0 und j den Riesz-Isomorphismus bezeichnet. Setze weiter ®u := ¢j f +
u — €jAu und zeige, dass ® : H — H eine Kontraktion ist. Es gilt:

[ (u)r — P(us) |7 = (P(u)1 — Pug)|®(u)r — P(u2)) o,
= (uy —ug — ejA(uy — ug)|uy —us — €jA(uy — us))m.m
= [lur — walffy + |7 A(ur — ua) |7 — 26(wr — w2l jA(ur — u2))
< lur — w2l + 2 MP||lur — sl — 2eN|Jur — usl|;
= (14+e(eM —2))|lur — us|)3-
Wihle nun ¢ > 0 so klein, dass eM — 2\ < 0 und damit 1+ e(eM — 2)) < 1.

Die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes von ® folgt aus dem Banach’schen
Fixpunktsatz. O

Die stetige Abhiingigkeit der Losung u = A~!f von den Daten folgt aus:
lullfr < A a(u, w) = A (Aufu) g < X7 fllallulla-

Zuriick zum Randwertproblem (2.1): Um die Existenz und Eindeutigkeit einer schwa-
chen Losung und deren stetige Abhéngigkeit von den Daten nachzuweisen, miiss
iberpriift werden, ob die Bilinearform a aus (2.2) beschrinkt und koerzitiv ist. Es
gilt:
|a(u, v)] < [|A|lL. @ryem [ Vullr, @) VOl @my) +
1Bl () [ Vel |y iy ([0l Lo+
el lullLa@ ol

< max{ Al @z, [Pl el Hlulg, o 0, o

und

a(u,u) = /Q(A(as)Vu]Vu) - %V-b(aﬁ)u2 + c(z)u? dx
> AVull?, ) + /Q e(z) — 1V-b(a)|u? de

> A20Vullg,mmy + A 26, [ullL, o) + /Q[C(%) — 3 V-b(x)]u* dz

wobei ¢, > 0 die Konstante aus der Poincare Ungleichung bezeichnet. Im allgemeinen
erhdlt man keine Koerzivitat.
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2.2. RWPe mit nicht-homogener Dirichlet-Randbedingung

Theorem 2.1.1. (i) Fallsb € C'(Q) und c(z) — 1Vb(z) > 0 f. i. in Q, dann gilt:
Fiir alle f € H1(Q) eistiert eine eindeutige schwache Lisung von (2.1).

(i1) Im allgemeinen Fall gilt: Es existiert uy > 0, so dass fir alle p > po, das
Randwertproblem

pu+ Lu=f, x €,

2.3
u=0, xzel (23)
fiir alle f € H™Y(Q) eine eindeutige schwache Lésung u besitzt.
2.2. RWPe mit nicht-homogener
Dirichlet-Randbedingung
Wir betrachten das RWP mit inhomogener Dirichlet-Randbedingung
Lu=f, € Q,
u=f @ (2.4)

u=g, x €.

Um dies zu losen, nehmen wir an es existiert eine Fortsetzung von ¢ auf €2, d.h.
es existiert ein g € C*(2) N C(2) mit §r = g. Dann kann die rechte Seite in der
Randbedingung auf Null transformiert werden. Setzt man v = u — g, so erhélt man

Lv=f—Lg, x€(

2.5
v=0, xzel (25)

Davon leitet man die schwache Formulierung wie gehabt ab, d.h. testen mit ¢ €
H'(Q2) und partielle Integration. Man erhélt

/ F(@)é(z) do — /Q Li(@)o(x) dz

/f Vdr —a(g,é), Vo e (Q).

o .
~10,H(Q) H-1QH(Q)

In dieser Formulierung sehen wir, dass g € H'(€2) ausreicht. Diese Regularitéat und
die Fortsetzung bekommt man genau fiir g € H'/*(I") = T (H'(€2)) (sieche Bemerkung
1.3.1).

Definition 2.2.1. Sei f € H (), g € H/*(T") und der Rand I' = 0Q von der
Klasse C'. Eine Funktion u € H'(Q) heisst schwache Lésung von (2.4), wenn v :=
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2. Lineare elliptische Gleichungen und das Lemma von Lax-Milgram

o

u— g€ H(Q) und v schwache Losung von (2.5), d.h.

a(v,4) == / (A(£)Do| Do) + (b(x) [ Do) + c(x)vé dz = {F. &) uos yamen
— (L9, 1)1 (@)
(2.6)

fiir alle ¢ € ﬁl(Q), wobei
(Lg, o) a1 () = alg: ¢)-

Damit bekommt man (fast) sofort

Theorem 2.2.1. (a) Falls b € C'(Q) und c(z) — 3V-b(z) > 0 f. i in Q, dann gilt:
Fiir alle f € H(Q) und alle Randdaten g € H'?(T") existiert eine eindeutige
schwache Losung von (2.4).

(b) Im allgemeinen Fall gilt: Es existiert ein ug > 0, so dass fir alle pp > po das
RWP

Lu+pu=f, x¢e,
u=g, x €0,

fir alle f € H(2) und alle Randdaten g € H*(T') eine eindeutige schwache
Losung v € H'(2) besitzt.

Proof. Die Existenzaussage ist klar (folgt aus Satz 2.1.1). Es bleibt die Eindeutigkeit
zu zeigen. Seien g1, go zwel Fortsetzungen von g und uy, us € H'(Q2) die zugehorigen
schwachen Losungen von (2.4) im Sinne der Definition 2.2.1. Dann gilt: v; = u;—g; €

H'(€2), j = 1,2, sind schwache Lsoungen von (2.5) und somit geniigen u; = v; + gj,
j = 1,2, den schwachen Formulierungen

a(uj, @) = (f,é), Jj=12

Subtraktion beider Gleichungen fiihrt auf
alu, ¢) =0, Vo€ (),

wobei u = u; — up. Danun u =v; — vy 4+ g1 — §o € }OP(Q) und das obige Problem
die eindeutige Losung u = u; — us = 0 besitzt, folgt die Eindeutigkeit. [

28



2.3. RWPe mit anderen Randbedingungen

2.3. RWPe mit anderen Randbedingungen

Als letztes betrachten wir

Lu=f z€Q

2.7
pu+ A(x)Du-v =g, z€T, (2.7)

wobei 1 € R (bzw. p € Lyo(I')). Um eine schwache Formulierung zu erhalten, testen
wir die Differentialgleichung mit einem ¢ € C>~(£2) (also nicht mit einem ¢ € D(£2)).
Partielle Integration und benutzen der Randbedingung liefert

ow,0)+ [ puodo(o) = [ fodo+ [ godoto)
mit unserer Standardbilinearform
al,6) = [ (Al2)DulDG)+ ()| D)o+ el d

Wegen der Dichtheit von C>(€2) in H'(2), gelten die Integralgleichungen auch fiir
alle ¢ € H'(Q2). Beachte: Die Stetigkeit des Spuroperators liefert die Konvergenz
der Spuren Tr¢,, in Ly(T"), s.d. auch im Randintegralterm zum Limes iibergegangen
werden kann. Die obigen Integralgleichungen sind sinnvoll definiert, wenn nur u €

H'(Q) gilt.

Definition 2.3.1. Sei p € R, f € (H'(Q))*, g € Lo(T"). Eine Funktion u € H'(Q)
heisst schwache Lésung von (2.7), wenn

a,(u,v) = ®(v), Yve H'(Q),

wobei

GM(U,U) = a(“av) + / :uugb dO’, (b(v) = <f7 v)(Hl(Q))*,Hl(Q) +/g¢ do.
T r

Offensichtlich ist ¢ ein Element von (H'(£2))*. Die Beschrankheit von a,, ist ebenfalls
leicht einsehbar, da der Spuroperator 7t : H'(2) — Lo(I") stetig ist. Die eigentlich
Aufgabe besteht wieder im Nachweis der Koerzivitiat. Es gilt:

o, 0) 2 NVl oy + 1 [ Judo+ [ cla)af + 00) | uyuda
T Q

Fiir die weitere Abschéitzung betrachten wir folgende Szenarios:

e 11 >0,b=0, c =0: Koerzivitit folgt mit der verallgemeinerten Poincare-
Ungleichung (sieche Bem. 1.4.1).
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2. Lineare elliptische Gleichungen und das Lemma von Lax-Milgram

e u=0,beC(Q) mit c(z) — $V:b(z) > ¢o > 0 L.it. und (b(z)|v(x)) > 0 fiir alle
x € I': Koerzivitat folgt durch direkte Abschétzung nach unten.

o t=0,0=0, c= 0: Ubung (Hinweis: Man wéhle H := {v € H'(Q) : [,vdx =

0} und f € Ly(Q) :={g € Lo(Q) : [, gdz =0} C Ly(9).

e Der allgemeine Fall kann wieder nur behandelt werden, wenn das Ausgangs-
problem durch Addition des Terms su in der Differentialgleichung modifiziert
wird.

Theorem 2.3.1. (a) Falls p >0, b=0 und ¢ = 0: Fir alle f € (H'(Q))* und alle
Randdaten g € Ly(T") existiert eine eindeutige schwache Losung von (2.7).

(b) Falls p =0, b e C(Q) mit c(x) — 3V-b(z) > ¢ > 0 fii. und (b(z)|v(x)) >0 fir
alle z € T': Fir alle f € (H'(2))* und alle Randdaten g € Lo(I") existiert eine
eindeutige schwache Lisung von (2.7).

(c) Im allgemeinen Fall gilt: Es existiert ein kg > 0, so dass fir alle k > ko das

RWP

Lu+rku=f, x¢€f,
pu+ (A-Vuly) =g, x€0Q,

fir alle f € (H'(2))* und alle Randdaten g € Ly(T") eine eindeutige schwache
Lésung uw € H'(Q) besitzt.

Als letztes betrachten wir gemischte Randbedingungen, d.h.

Lu=f, z€(
u=0, zely, (2.8)
A(z) - Du-v(x) =0, x €Ty,

wobei T'y, T's messbare Teilmengen (positiven Masses) des Randes I' = 0 mit
I''Nl'y =@ und I' = T'y UT',. Die schwache Formulierung lautet

a(u,v) = (f,v)y-yv, YveV :={pecH(Q):¢p =0}

V ist ein abgeschlossener linearer Teilraum des H'(£2)t, und somit mit dem Skalar-
produkt des Raumes H'(2) wieder ein Hilbertraum. Die Neumann-Randbedingung
auf I'y ist in der Bilinearform enthalten.

Definition 2.3.2. Sei V := {¢ € H'(Q) : ¢r, = 0} und f € V*. Eine Funktion
u € V' heisst schwache Lisung von (2.8), wenn

a(u,v) = <f7 U)V*,Va YveV.

Es gilt der folgende Satz.
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2.3. RWPe mit anderen Randbedingungen

Theorem 2.3.2. (a) Fallsb € C*() mit c(x)— 3V -b(x) > 0 fi. und (b(z)|v(z)) >
0 fiir alle x € T'y: Fiir alle f € V* existiert eine eindeutige schwache Ldsung
von (2.8).

(b) Im allgemeinen Fall gilt: Es existiert ein ko > 0, so dass fir alle kK > ko das
RWP

Lu+rku=f, x€fl,
u=0, zely,
(A-Vulr) =0, xely,

fiir alle f € V* eine eindeutige schwache Losung u € V' besitzt.
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Teil 11.

Nichtlineare Theorie —
Losungsmethoden fiir nichtlineare
elliptische Gleichungen
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3.1. Nichtlineare elliptische RWPe mit stark monotonem Operator

3.1. Nichtlineare elliptische RWPe mit stark
monotonem Operator

Zur Erinnerung: Lax-Milgram hat gezeigt, dass zwei Eigenschaften die Bijektivitéat
eines linearen Operators A : V — V* garantieren:

e A ist beschriankt. Da A linear war, folgt sofort die (Lipschitz) Stetigkeit von
A.

o A erfiillt die Abschéitzung
(A(u —v),u —V)yy = (Au — Av,u — V)y=y > Mju—v|}, Vu,veV.

Definition 3.1.1. Sei (V,||-||v) ein Banachraum, A :V — V* ein Operator. Dann
heisst A

(i) Lipschitz-stetig, wenn ein L > 0 ezistiert, so dass

[A(u) — A(v)]

ve < Lllu—v|ly, Yu,velV.

(ii) stark monoton, wenn ein X > 0 ezistiert, so dass
(A(u) — A(),u — V)yey > Mu—v|3, Yu,veV.

Theorem 3.1.1 (Zarantonello). Sei (H,(-|)) ein Hilbertraum und A : H — H*
Lipschitz-stetig und stark monoton. Dann ist A bijektiv.

Proof. A bijektiv bedeutet: Vf € H* Jlu € H: A(u) = f. Wir schreiben diese
Gleichung wieder als Fixpunktgleichung

u=¢cjf+u—cjAlu) =: V. (u),

wobei € > 0 beliebig ist und 57 : H* — H den Riesz-Isomorphismus bezeichnet.
Damit gilt sofort: ¥, : H — H, also eine Selbstabbildung. Die Kontraktion bekommt
man ebenfalls leicht:

[0 (ur) = U (ur) |3 = [Jur — up — [ Aur) — Aluz)] 1%
= Jur = wallf + || A(ur) — Alus) |7
— 2e(ur — ug|j[A(ur) — A(u2))) .1
= Juy = wallf + *[| A(ur) — Alus) |-
— 2e(A(uy) — A(ug), uy — u2) g+ i
< luy = ullfy + € Llluy — ug|f — 2eX|Juy — sl
= (1 + %L — 2e))||ug — usll%,

wobei 1 4+ 2L — 2e)\ < 1 fiir hinreichend kleines £ > 0. O
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Beispiel 3.1.1. Wir betrachten das Randwertproblem (2.1) mit geniigend kleiner
Storung ®(x, u), d.h.

—V-(a(z) - Vu) + &(z,u) = f, =€,

u=0, x¢€ . (39)

Wir werden sehen, dass fiir Storungen 0-ter Ordnung (®(z,u)) der Satz von Zaran-
tonello angewendet werden kann. Hinreichende Bedingungen an ®:

° (I):ﬁxR—)Riststetig;

e & ist gleichméfig Lipschitz stetig in der 2. Variablen, d.h.

3L >0: |®(z,7) — ®(z,8)| < Ljr —s| VreQ, Vr,s €R;

e & ist monoton wachsend bzgl. der 2. Variable, d.h.

[®(z,7) — ®(2,8)] - (r —s) >0, VxeQ VrscR.

Wir leiten nun die schwache Formulierung des Randwertproblems (3.9) her. Die

richtige Wahl fiir den Losungsraum ist V' := Iilé(Q) und mit A; : V — V*, definiert
durch

(Ai(u),v)ysy = /Q(a(x)Vu|Vv) + ®(x,u)vdr, YveV,

bekommt man die schwache Formulierung

(Ar(w), v)veyv = (f,o)vy, VveV
Es gilt in der Tat A;(u) € V*, da

(s (), vy < llall @avem llully oy + L / ju — 0]Jo| da + / 1Bz, 0)0] da
Q 9]
< (lalluiggven + Dllulvloll + 186, 0l ol

< Cillullvlvflv + Collvllv < oo

Die schwache Formulierung von (3.9) ist dquivalent zu A;(u) = f in V*. Die Vor-
aussetzungen an ¢ und die typ. Voraussetzungen an die Matrix a, d.h.

o a € Lo (RV*N)
o I > 0: (a(x) - £]€) > No|&J fiir alle £ € RY, fa. z € Q,

implizieren die Voraussetzungen des Satzes von Zarantonello. In der Tat gilt

A (u) = Ar()]lve = sup (Ai(u) = Ai(v), p)vev

Il <1
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3.2. Ein Exkurs in die Funktionalanalysis

< lalliw@myem lu =vllviigly + Liju = vljv,

sowie

(A1) = Ay (0), 1 — V) yey = /(a(x)V[u —o|V]u — v]) dz

+ /Q[(I)(x,u) — ®(z,v)] - [u—v]de

> c¢(Xo)||u — v||} +0. ( Poincare Ungleichung ),

d.h. A; ist Lipschitz-stetig und stark monoton. Der Satz 3.1.1 liefert die Existenz

und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung u € I(jI;(Q) Diese Losung héngt stetig von
f ab. Setze dazu g(z) := f(z) — ®(x,0) und da P stetig ist, gilt g € V*. Weiterhin
haben wir

c(o)llully < (Ai(w) — Ai(0),u = O)v-v < llgllv-lullv,

d.h flully < e(Ao) M f — @(-, 0)]

V.

3.2. Ein Exkurs in die Funktionalanalysis

Zur Erinnerung:

Sei (X, - ||x) ein reeller normierter Raum. Der Dualraum von X ist die Menge
X*:={f: X — R|fist linear und stetig} = L(X,R), d.h.

feX* & f:X—=R istlinearund 3K >0: |[f(2)| < K|z|x, VzelX.

Der Raum X* ausgestattet mit der Norm

1.f]

x- = sup |f(z)]

[zl x <1

ist stets ein Banachraum.

Der algebraische Dualraum, d.h. die Menge aller linearen Funktionale f : X — R,
ist vom topologischen Dualraum X* zu unterscheiden: Wenn dim X = oo, dann
existiert stets ein lineares unbeschrinktes Funktional.

Theorem 3.2.1 (Hahn-Banach). Seien Y ein linearer Teilraum des normierten
linearen Raumes (X, |- ||x), f:Y — R linear und stetig. Dann gibt es eine lineare
und stetige Fortsetzung F': X — R von f mit

EY:fv HF|

x» = |If]

Y*-
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Der Bidualraum X* von X ist per Definition der Dualraum von (X* || - |
X* := (X*)*. Der Raum X** ausgestattet mit der Norm

1]

x+), kurz:

xo = sup  [{¢, x") xue x
[lz*[| x+ <1

ist wieder ein Banachraum. Interessant ist nun, dass jeder Banachraum X kanonisch
in seinen Bidualraum X** eingebettet werden kann. Definiere dazu fiir jedes x € X

die Abbildung

Jo X" — Ra ¢ = <jx7¢>X**,X* = <¢’x>X*7X'

Ju ist ein stetiges, lineares Funktional auf X* (einfaches nachrechnen). Damit konnen
wir folgende Abbildung definieren

J: X = X" g,
J ist wieder linear und es gilt

17 ()]

X+ =  Sup |<ja:7$*>X**,X*
[lz*]| x+ <1

= sup  [(@" 7)xex = [[7]lx.
ll= |l x= <1
Die Abbildung J ist isometrisch (und daher insbesondere injektiv); X ist stetig in
X** eingebettet und kann als Teilraum aufgefasst werden.

Definition 3.2.1 (Reflexivitét). Ein normierter Vektorraum (X, ||-||) heisst reflexiv,
wenn die kanonische Abbildung surjektiv ist, d.h. J(X) = X.

Bemerkung 3.2.1. 1. Da X** als Dualraum vollsténdig ist, ist jeder reflexive Vektor-
raum X vollstandig.

2. Ist X reflexiv, so kann X mit X** identifiziert werden. Achtung: Die Umkehrung
gilt nicht!

Theorem 3.2.2. (X, || ||x) ist reflexiv genau dann, wenn (X*, || - |

x+) reflexiv ist.
In einem Banachraum kann mit Hilfe des Dualraumes ein neuer Konvergenzbegriff
definiert werden, der schwécher ist als der Normkonvergenzbegriff.

Definition 3.2.2 (schwache Konvergenz). Sei (X, | - ||x) ein Banachraum. Eine
Folge (xy,), C X konvergiert schwach gegen x € X, wenn gilt:

Vot e X*: nli_)rg@(x*,xwx*’){ = (2", 7)x- x.

Notation: z,, — x in X. Das Element x heisst schwacher Grenzwert von ().

Bemerkung 3.2.2. 1. Der schwache Grenzwert einer schwach konvergenten Folge ist
eindeutig.
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3.2. Ein Exkurs in die Funktionalanalysis

2. Wenn z,, — x in X, dann konvergiert auch jede beliebige Teilfolge schwach gegen
rin X.

3. 2, >2xin X = x, ~xin X.

4. Falls x, — x in X, dann folgt

(xn)n ist beschriankt, ||z|xy < lminf||z,[x.
n—oo

5. Falls z, — z in X, ||z,||x — [|z||x und X ist ein Hilbertraum, dann z,, — z in
X.

6. Folgende Aussagen sind dquivalent:
ez, ~zxin X

e (x,), ist beschrinkt und (z*,x,) x~ x — (x*, x)x- x fiir alle 2* € M C X*,
wobei lin(M) = X*.

7. Falls dim X' < oo, dann fallen die Begriffe der schwachen und der starken Kon-
vergenz zusammen.

8. Falls z,, = z in X und 2, — 2" in X* oder z,, = z in X und z;, — 2" in X*,
dann

<.Z‘:;, xn>X*,X — <l’*, $>X*,X'
Dies folgt aus den Ungleichungen

(@, o) x= x — (2%, 2) x- x| < (@), — 2%, 20) x- x| + (@7, 2 — 2) X+ x|

< lwnllxllzy, = 2" [lx + 1" 20 = ) x0 x|,

(2, Tn) xe x — (2%, 0) x= x| < (@, 20 — ) x- x| + [{2), — 27, ) x= x|
|zl x+ |2 — 2||x + [(2), — 2%, )

= [l

<
<

x* x|

T — @[ x + (o, 23 — &) 00 x5
und der 4. Aussage.

9. Ist (x,), C M, wobei M eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von X ist und
r, — z in X, dann gilt schon z € M.

Auf dem Dualraum X* kann auch eine schwache Konvergenz definiert werden. Diese

wird durch den Bidualraum erzeugt: seien (z}),,z* € X*, dann

r, =2 In X" & (2" a))xexr = (@) xe xx V2T e X

Auf einem Dualraum X* kann aber noch ein weiterer verallgemeinerter Konvergenz-
begriff erklart werden.
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Definition 3.2.3 (schwache™ Konvergenz). Sei (X*,||-||x+) der Dualraum des nor-
mierten Vektorraumes (X, || - ||x). Eine Folge (z¥), C X* konvergiert schwachx
gegen x* € X* genau dann, wenn gilt:

Vee X: lim(x),2)xx = (2", 2)x x.
n—oo

. * .
Notation: x; — x* in X*.

Falls X reflexiv ist, fallen die Begriffe der schwachen Konvergenz und der schwach-*
Konvergenz zusammen, d.h.

. * .
z, —=z" imX" & z,—z" inX"

Theorem 3.2.3 (Alaoglu). Sei X normiert und separabel. Auf X* ezistiert eine
translationsinvariante Metrik d mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir beschrinkte Folgen (¢n), C X* und ¢ € X* gilt:

oo —¢ & d(pn¢) — 0.

Also ist die Konvergenz von beschrdnkten Folgen bzgl. d in X* die schwach-
Konvergenz.

(a) Fir K* :={¢p € X*: ||¢|

x+ < 1} ast (K*,d) kompakt.

Korollar 3.2.1. Sei X ein separabler normierter Raum. Dann besitzt jede in X*
beschrinkte Folge (f,), eine schwachx-konvergente Teilfolge.

Proof. Sei M := sup,, ||¢n||x+ < co. Dann ist (M~'¢,), eine Folge in K*. Mit der
Metrik d aus dem Satz von Alaoglu ist (K™, d) kompakt. Also existiert eine bzgl. d
konvergente Teilfolge (M *1gbn]. );, die wieder mit dem Satz von Alaoglu schwachs-
konvergent ist. Damit ist (¢,,); schwach*- konvergent. O

Theorem 3.2.4 (Eberlein-Smulian). Sei (X, || -||) ein Banachraum. Dann gilt:

X ist reflexiv. < Jede beschrinkte Folge besitzt eine schwach
konvergente Teilfolge.

Lemma 3.2.1 (Teilfolgenprinzip). Sei X ein reflexiver Banachraum. Besitzen alle
schwach konvergenten Teilfolgen einer beschrinkten Folge (x,), C X ein und den-

selben Limes x € X, dann konvergiert die gesamte Folge (x,), schwach gegen x in
X.

Widerspruchsbeweis. Angenommen, (x,,), konvergiert nicht schwach gegen z € X.
Dann existiert ein § > 0 und eine Folge (ny); mit ny — oo und ein x* € X*, so dass

(2", zp, —T)x~ x| > 9, VkeN.
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3.2. Ein Exkurs in die Funktionalanalysis

Andererseits ist (2, )x beschrinkt, so dass eine Teilfolge (z,,; ) existiert, die schwach
konvergent ist (Theorem 3.2.4). Nach Voraussetzung ist der schwache Limes gleich
x. Dies steht jedoch im Widerspruch zur obigen Ungleichung. O]

Lemma 3.2.2 (Teilfolgenprinzip®). Sei X ein separabler normierter Raum. Besit-
zen alle schwachx-konvergenten Teilfolgen einer beschrinkten Folge (f,), C X* ein
und denselben Limes f € X*, dann konvergiert die gesamte Folge (f,)n schwachx
gegen [ in X*.

Beispiel 3.2.1. Im Banachraum X = L;(Q2), Q = (0, 1), betrachten wir die Funktio-
nenfolge (u,), definiert durch

. n(l—nx) ze€(0,1/n]
B ze(1/n,1)"

Dann gilt
1
|tnllL0,1)) = 5 Vn € N,
1
<¢7 un>X*,X = / uppdr — 0, Vo €& ’D(Q),
0

da zu jedem ¢ ein ny(¢) € N existiert, so dass supp ¢ N (0,1/n) = & fiir alle n > ng.
Angenommen die Folge u,, ist schwach konvergent, d.h. es gibt ein v € L;(€2) mit

lim [ w,(z)o(z)dr = / w(x)p(r)dr, V¢ € Lo() = X™.

Fiir ¢ € D(Q) C Loo(Q) wissen wir jedoch, dass [,u¢dr = 0, d.h. aber v = 0.
Andererseits gilt:

1
lim [ w,(z) - ldx ==

7&0:/9u(a:)-1dx.

Somit ist u, nicht schwach konvergent. Mit gleicher Argumentation folgt dies auch
fiir jede Teilfolge. Schlussfolgerung: L;(£2) ist nicht reflexiv.

Beispiel 3.2.2. Diesmal sei X = Lo (£2), 2 = (0,1) und

() = 1—nz x€(0,1/n] .
0 z e (1/n,1)
Es gilt [Juy|lo = 1 fiir alle n € N und fir m <n

m
1tr, — U |loo = €SSSUD |t () — U (@)| = |t () — U (T)]|pm1/m =1 — —.
z€) n

41



Fiir n = 2m gilt dann ||u,, — u,||x = 1/2, also keine CF. Es gilt aber X = (L;(Q2))*
und L; () ist separabel. Damit besitzt u,, eine schwachx-konvergente Teilfolge. Sei
u der schwachx-Grenzwert. Es gilt: fiir ¢ € D(Q) ist ¢ € X*, (¢, u)x+ x = [, pudz,
und damit

(6, tiny) - x = /

Q

1/n
Un, (2)p(x) do = /0 (1 —ngx)p(z)dr =0, Yk > ko(o),

wobei kg entsprechend gewahlt wird. Der Grenzwert muss wieder u = 0 sein. Fiir alle
anderen schwachx* konvergenten Teilfolgen gilt dies ebenfalls, d.h. deren schwachx-
Grenzwert ist immer u = 0. Mit Lemma 3.2.2 muss aber schon die gesamte Folge
schwachx* gegen u = 0 konvergieren.

Fiir die Untersuchung von PDEs ist es oft niitzlich verschiedene Banachraume fiir
ein und dasselbe Problem zu betrachten. Seien (X, | - |[|x) und (Y| - ||y) zwei Ba-
nachrdume, wobei X < Y gelte. Dann folgt aber: Vf € Y* ist fix € X*. Ist die
Einbettung sogar dicht, dann ist die Abb.

J: Y = X5 f = fix
surjektiv, denn seien f,g € Y* mit f # g und fix = g;x. Dann gilt
0= {(fix —gx.)x-x =(f—g, YY) VexeX

Da X <> Y folgt schon (f—9,y)y=y =0fiir alley € Y, d.h. aber f = g. Schlussfol-
gerung; X —?Y = Y* — X*
Dariiberhinaus gilt: X <? Y und X reflexiv = Y* <4 X*

3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Lipschitz-Stetigkeit eines nichtlinearen Operators A : V' — V™ ist eine sehr starke
Annahme, die abgeschwécht werden soll, so dass A noch surjektiv sein kann.

Unser Ziel ist es, geeignete Monotonie- und Stetigkeitsbedingungen fiir einen nicht-
linearen Operator A : V' — V* in einem unendlich-dimensionalen Banachraum V' zu
finden, so dass analoge Resultate gelten.

Definition 3.3.1. Sei (V.|| - ||v) ein Banachraum, A : V. — V* ein nichtlinearer
Operator. Dann heisst A

e monoton, wenn (A(u) — A(v),u — v)y«y > 0 fir alle u,v € V;
e strikt monoton, wenn (A(u) — A(v), u—v)y=y > 0 fir alle u,v € V mit u # v;
e koerzitiv, wenn

(A(u), u)v-v

Tully — 00, falls ul|ly — oc.
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Bemerkung 3.3.1.  (a) Es gelten die Implikationen: A stark monoton = A strikt
monoton = A monoton.

(b) A stark monoton = A koerzitiv. Denn
A, wv-v _ (Aw) = A0), wv-v | (A0), u)y-y
[[ully [[ullv [[ullv
> Mully —[[A(0)]
— o0, falls ||ul

V*

v — OQ.

(c) Fiir den endlich-dimensionalen Fall V' = V* = R und A := ¢ mit einem
g: R — R gilt

— A ist monoton, genau dann wenn g monoton wachsend ist.

— A ist strikt monoton, genau dann wenn ¢ strikt monoton wachsend auf
R ist.

— A ist koerzitiv, genau dann wenn lim,_,4., g(x) = £o0.

Beispiel 3.3.1. Wir betrachten das Beispiel

—V-(a(z)Vu) + &(x,u) = f, z€Q,

3.10
u=0, x€dQ=1T. ( )

mit a € Lo (Q; RY*N) | dass gleichmiissig positiv definit ist, d.h. es existiert ein A > 0
mit (a(x)-£[€) > ME|? fiir alle £ € RY und f.a. x € Q. Weiterhin sei @ : @ x R — R.
Die schwache Formulierung lautet

bi(u,v) := /Q(a(x)Vu|Vv) + O(z,u)vdr = /Qf(x)v dx,

wobeiv € V 1= Iill(Q) Mit dieser Form bekommt man A; : V' — V* definiert durch
(Ai(u),v)yv+ = bi(u,v). Fiir beliebige ® ist A; weder monoton noch koerzitiv.
Setzt man die Monotonie von ® bzgl. der 2. Variable voraus, dann ist A; schon
stark monoton und auch koerzitiv.

Beispiel 3.3.2. Wir betrachten eine Koeffizientenmatrix mit u-Abhéngigkeit, d.h.

=V-(a(z,u)Vu) + ®(x,u) = f, =€,

3.11
u=0, zel. ( )

Wir wollen voraussetzen, dass die Koeffizientenmatrix a : © x R — R¥*¥ yom
Caratheodory-Typ ist, d.h.

e Vr € R ist die Funktion a(-, ) messbar,

o fiir f.a. x € Q ist die Funktion a(z,-) stetig.
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Weiterhin gelte wieder a € Loo(Q; RY*Y). Unter dieser Voraussetzung gibt es eine
schwache Formulierung von (3.11),

ba(u,v) = /(a(m,u) -VulVo) + O(z,u)vdr = (f,v)xx, YveV,
0

wobei V' = IOT(Q) Die Form definiert wieder einen nichtlinearen Operator Ay : V' —
V* gemif

(Ag(u), v) vy = ba(u,v).

Ohne zusétzliche Voraussetzungen ist A, weder monoton noch koerzitiv. Es gelte
weiter

IAN>0: (a(z,u)-£E) > NEP, VEERY fa.reQ, VueR,

Dann ist Ay koerzitiv, aber nicht monoton.

Beispiel 3.3.3. Wir betrachten den p-Laplace, d.h.

~V-(|VulP?Vu) = f, €,

3.12
u=0, xze&l =090 ( )

Wihle diesmal V' = POI;(Q) und f € V*. Die schwache Formulierung lautet
by(u,v) = / (IVuP=>Vu|Vo) dz = (f,v)v-v, YoeV.
Q

Wir betrachten die Abbildung b3 : V' x V' — R und den dadurch definierten nichtli-
nearen Operator Az : V — V* d.h. (A3(u),v)y+v = bs(u,v). Da

o) < [ 1VuP Vel do < VAl o ol o) < o0

gilt, ist A3 wohldefiniert. Der Operator Az ist strikt monoton und koerzitiv.

Als néchstes werden geeignete Stetigkeitsbegriffe fiir nichtlineare Operatoren ein-
gefiihrt.

Definition 3.3.2. Seien X, Y Banachriume, M C X eine nicht-leere Teilmenge,
A: M —Y ein Operator. Dann heisst A

e beschrdinkt, wenn A beschrinkte Teilmengen von M in beschrdankte Teilmengen
von Y abbildet,

e stetig, wenn

(Un)n CMyu€e M, up, »>uin X = A(u,) = A(u) in Y;
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

e kompakt, wenn A stetig ist und ausserdem A beschrdnkte Teilmengen von M
i relativ kompakte Teilmengen von Y abbildet.

Bemerkung 3.3.2. 1. Falls A € L(X,Y): A beschriankt < A stetig.
2. dimY < oo: A ist stetig und beschrénkt genau dann, wenn A kompakt.

3. dim X < oo und M abgeschlossene Teilmenge von X: A stetig < A kompakt.

Fixpunktmethoden spielen auch eine wichtige Rolle beim Losen von partiellen Dif-
ferentialgleichungen. Es folgen zwei wichtige Fixpunktsétze.

Theorem 3.3.1 (Brouwer). Jede stetige Abbildung ¥ : B;(0) C RN — B;(0) C RY
besitzt mindestens einen Fizpunkt, wobei B1(0) := {z € RN : ||z|gy < 1}.

Der Satz von Brouwer gilt auch fiir allgemeine kompakte, konvexe Mengen des R,
sowie fiir Banachrdume X mit dim X < oo.

Beispiel 3.3.4. Ein Gegenbeispiel im unendlich-dimensionalen Banachraum X =
l5(Np). Betrachte folgende Abbildung ® : B;(0) — B1(0) definiert durch

T = (Tn)neny = P(2) = (/1 = [12]l} 0y 0, 21, - )

Man sieht leicht, dass

12(@) ooy = 1 = 2l v0) + 2llEy = 1, Vo € B1(0).

Dies zeigt, dass ® eine Selbstabbildung der abgeschlossenen Einheitskugel ist (ei-
gentlich bildet ® auf die Spihre ab). ® ist ebenfalls stetig, da fiir (x*)), C I5(Np)
mit ) — 2 in Iy(No) gilt

2
D) = D)2 ) = (w—ux o = /1~ Tl )

+ [|l2® —zllhm — 0, k— oo

® besitzt jedoch keinen Fixpunkt. Angenommen dies wére der Fall, d.h. es exi-
stiert ein y = (yo, ¥1,...) € B1(0) mit ®(y) = y, wobei wegen obiger Rechnung die
Identitét ||y||i,my) = 1 gilt. Die Gleichung ®(y) = y bedeutet ausgeschrieben also

Yo = P(y)o = \/ 1 - ||?J||z2 No) =0

Y = 1=Y% =20

K
—
<
=

d.h. aber y = 0 — ein Widerspruch.
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In unendlich-dimensionalen Rdumen ist die Eigenschaft der Stetigkeit zu wenig bzw.
zu schwach. Um die Existenz eines Fixpunktes einer stetigen Selbstabbildung nach-
weisen zu konnen, benétigt man z.B. eine Kompaktheitsbedingung.

Theorem 3.3.2 (Fixpunktsatz von Schauder). Es sei (X, || - ||x) ein Banachraum,
M C X eine nichtleere konvexe und kompakte Menge. Dann besitzt jede stetige
Abbildung ® : M — M mindestens einen Fixpunkt.

Alternativ kann die Kompaktheitsbedingung nicht in die Menge M, sondern in den
,Operator® gesteckt werden.

Korollar 3.3.1 (Fixpunktsatz von Schauder). Es sei (X, |- ||x) ein Banachraum,
M C X eine nichtleere konvexe, beschrinkte und abgeschlossene Menge. Dann besitzt
jede kompakte Abbildung ® : M — M mindestens einen Fizpunkt.

Beweis des Korollars. Aus der Beschrinktheit von M und der Kompaktheit von
® folgt, dass (M) relativ kompakt in X ist. Dann folgt mit einem Satz aus der
Funktionalanalysis (Satz von Mazur), dass die abgeschlossene konvexe Hiille N :=
conv {®(M)} kompakt in X ist. Da M konvex und abgeschlossen und ®(M) C M
gilt, ist N C M. Aus der Definition von N folgt ebenfalls, dass ® : N — N. Die
Menge N und die Abbildung ® : N — N erfiillen die Voraussetzungen vom Satz
3.3.2 und damit die Behauptung. [

Der Satz von Schauder beruht auf dem Fixpunktsatz von Brouwer und der Moglich-
keit, kompakte Operatoren durch ,endlich-dimensionale* Operatoren zu approxi-
mieren. Fiir den Beweis benotigen wir daher folgendes Lemma

Lemma 3.3.1. Sei (X, ||-||x) ein Banachraum, M C X eine nichtleere beschrinkte
Teilmenge, ® : M — X ein kompakter Operator. Dann gilt: ¥n € N existert ein
kompakter Operator ®, : M — X mit den Figenschaften

|Pn(x) — P(2)||x <1/n, VeeM
und

dim(lin(®,(M))) < oco.

Proof. Da M beschrénkt und ¢ kompak®t ist, ist die Menge O (M) eine relativ kom-
pakte Teilmenge von X, d.h. aus einer beliebigen Uberdeckung kénnen wir eine
endliche Teiliiberdeckung auswéhlen. Sei n € N gegeben und

s(M)c | Bty
)

yed(M
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

eine Uberdeckung von ®(M). Dann gibt es y1 = (1), ,Ymm) = P(Tmm)) €
O(M) mit

m(n) m(n)

U Bl/n yk U Bl/n

d.h. es gibt eine endliche Teiliiberdeckung (e-Netz). Definiere Abbildungen ®,,
M — X durch

(I)n(x) Zk 1 Oék( ) (xk)’ reM
Sty ay(x)

mit
a;(z) == max{1l/n — ||®(x) — ®(x;)||x,0}, Vi=1,...,m(n).

Die Operatoren ®,, : M — X sind stetig und trivialerweise ist dim(lin(®,(M))) <
m(n). Da ®(M) beschrankt ist, gilt dies auch fir @, (M) und damit (als Teilmenge
eines endlich-dimensionalen Vektorraums) relativ kompakt. Die Stetigkeit der @,
impliziert die Kompaktheit der ®,,. Es bleibt die Abschétzung zu zeigen. Es gilt

b)) — | ZE 0u(0)[2(a2) — @) x

ket ()
D WATC o) — 2@)lx
N > aw(x)
1
< )
n
da a(z;) # 0 genau dann, wenn ||®(x) — ®(z;)||x < 1/n. O

Nun konnen wir den Satz von Schauder beweisen.

Schauder. Da ® : M — M stetig ist (nach Voraussetzung) und M C X kom-
pakt, ist die Abb. ® kompakt. Nach dem obigen Lemma koénnen wir ® durch
endlich-dimensionale kompakte Operatoren ®,, (genau jene aus obigen Beweis) ap-
proximieren. Fiir n € N setze M, := Conv{CI)(xl), .. .,q)(xm(n))}. Da M konvex
und abgeschlossen ist, gilt dies fiir M,, C M ebenfalls. Da M, Teilmenge eines
endlich-dimensionalen Teilraums von X ( M, C span{®(z1),...,P(z,)}) ist und
beschrankt und abgeschlossen, ist M,, ebenfalls konvex und kompakt. Nach dem
Satz von Brouwer besitzt die stetige Abbildung ®,, : M, — M, mindestens einen
Fixpunkt z,, = ®,,(z,). Die so gewonnene Folge (z,), C M besitzt eine konvergente
Teilfolge x,, — x € M. Der Punkt x ist der gesuchte Fixpunkt von ®, da

[0, — @) ||x < [lzn, — Plzn)lx + |19(2n,) — P(2)]x
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= [Py (2n,) = P(n )l x + 19(2n,) — ()] x

1
< 4 [ @(an) — 2(2)lx =0 k= oo,
k

da @ stetig ist. O
Beispiel 3.3.5. Wir betrachten das RWP (3.11), d.h.

—V-(a(z,u)Vu) + ®(z,u) = f, x€Q,
u=0, xel =00,
wobei f € Y*:=H (Q), a: QxR — RV eine Caratheodory-Funktion mit
® 0;; € Lo(Q xR) fiiralledi,j=1,...,N;
o IN>0: (a(z,u)-£|€) > N firalleu e R, £ € RN, fa. 2 € Q.

Zusétzlich sei ® = 0 (® # 0 siche Ubung). Die schwache Formulierung lieferte eine

Form by : Y XY — Rmit Y = Ifll(Q), und damit auch einen nichtlinearen Operator
Ay Y — Y™ definiert durch

(Ag(u), )y y = / (a(z, u)Vu| Vo) da,

Q

d.h. das obige Problem nimmt die abstrakte Form As(u) = f an. Wir konnten
zeigen, dass As koerzitiv ist, aber i.a. nicht monoton. Das obige RWP soll nun mit
dem Satz 3.3.2 gelost werden. Dazu benétigt man eine Fixpunktformulierung. Dies
geht wie folgt: sei w € Y gegeben, dann definiere die Abbildung ¥ : Y — Y durch
U(w) := u, wobei u schwache Losung des linearen (!) RWPs

—V-(a(z,w(x))Vu) = f, x €,

(3.13)
u=0, zel

bezeichnet. In der Tat besitzt dieses RWP eine eindeutige schwache Losung aufgrund
der Voraussetzungen. Dies sieht man wie folgt. Die schwache Formulierung lautet

d(u,v) = (f,v)y+y, YveYy,
wobei
d(u,v) := /Q(a(x,w(x)) - Vu|Vv) du.
Die Bilinearform d : Y x Y — R ist beschrinkt und koerzitiv fiir alle w € Y, denn

[d(u, )] < JlallLo@xrmrm)[Jully [v]ly < oo,
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

and
d(u,u) = /Q(a(x,w(x)) -Vu|Vu)dx > )\/Q |Vul? dx

Ac A
> Plull?, 0 + S 1Vulli,q
2 2
A
> min{cy, }5[lully = Clluly, VueY
mit der Poincare-Konstante ¢, > 0. Wir kdnnen also folgende Abbildung definieren
U:Lo(Q) — La(R), we— ¥(w)=u,

wobei u die eindeutige Losung von (3.13) ist. Es gilt: w ist Losung von (3.11), falls
U(u) = u gilt, d.h. Fixpunkt der Abbildung ¥ ist. Wir wollen nun den Fixpunktsatz

von Schauder anwenden. Dafiir wihlen wir X = Ly(2) und M C Y = Hl(Q) eine

geeignete nichtleere, beschréankte, konvexe Teilmenge.

1. Teilbehauptung: ¥ : M — M ist eine Selbstabbildung, wobei M = {v € Y :
lvlly < 1/C|flly+ =8 R} = Bgr(0) C Y. Aus dem Lemma von Lax-Milgram be-
kommt man die Abschétzung

1
vwe X ully = ¥y < 5Hf\|w,

d.h. gerade U(X) C M und somit beschrénkt. Insbesondere gilt auch ¥(M) C M,
da M CY CX.

2. Teilbehauptung: V(M) ist relativ kompakt in X . Da ausserdem

U(X)CY =H'(Q) > X = Ly(Q)
gilt (1 —n/2 > —n/2!), ist die Menge W(M) C X relativ kompakt.

3. Teilbehauptung: V ist stetig und damit ist U ein kompakter Operator. Die letz-
tere Aussage folgt aus der Stetigkeit und der 2. Teilbehauptung. Es bleibt also die
Stetigkeit zu zeigen.

Sei (un), C X = La(Q) eine konvergente Folge, also w, — w in X. Dann miissen
wir zeigen, dass V(u,) — V(u) in X gilt. Gezeigt wird allerdings nur, dass jede
Teilfolge von (¥(u,)), eine weitere Teilfolge besitzt, die stark in X gegen ¥(u)
konvergiert. (Ein einfacher Widerspruchsbeweis zeigt, dass dann die gesamte Folge
schon gegen W(u) in X konvergiert. Angenommen W¥(u,) konvergiert nicht stark
in X, dann existiert eine § > 0 und eine Teilfolge (¥ (uy,))r von (¥(u,)), mit
n — oo fir k — oo, so dass ||V (u,,) — Y(u)||x > ¢ fiir alle & € N. Aus der
obigen Zwischenbehauptung folgt jedoch, dass die Teilfolge (¥ (uy, ))r eine Teilfolge
enthélt, die stark in X konvergiert. Diese Tatsache widerspricht der Ungleichung,
die ebenfalls fiir die Teilfolge von (V(uy,, ))x gilt.)
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Sei also u,, = win X und v, = ¥(u,). Da (v,), C M, ist die Folge (v,,), beschrinkt
und die kompakte Einbettung in den Ly(€2) liefert: Jede Teilfolge von (v,,), besitzt
eine weitere Teilfolge, die stark konvergiert,

Un, — v in X, insbesondere: wv,, (x) — v(z) f . in Q.

Da Y reflexiv ist, erhalten wir mit dem Satz 3.2.4: Die Folge v,,, besitzt eine Teilfolge
Uy, 80 dass

Unfg —7 inY.
Im folgenden bezeichnen wir v,, wieder mit vy, . Wir zeigen, dass v = v, also insbe-

sondere v € Y. Einerseits gilt (y*, vy, )y+y — (y*,0)y«y fiir alle y* € Y*. Anderer-

. d . . . ..
seits, da Y — X und somit X* < Y™*, wissen wir (z*,y) x« x = (*,y)y+y fiir alle
yeY, ¥ € X*, was folgende Konvergenz impliziert

("0 =0)x« x = (2", 0 — vy, ) x* x + (T", U, — V) x+ x

= (2", 0 —Up, ) x* x + (27,0, —V)y+y = 0, k— o0.

Der erste Ausdruck konvergiert gegen 0, da v,, — v in X. Die Konvergenz des
zweiten Ausdrucks folgt aus der schwachen Konvergenz v,, — 7 in Y. Bisher wissen
wir also

Up, — v in X,

U, () = v(z) f i in Q,
—9v inY,

Un,,

d.h. insbesondere v € Y. Wir zeigen nun, dass
Div,, — Dijv inX Vi=1...,N

gilt und damit Vv, — D;v in X. Da die Folge (D;v,, )r auch beschriankt in X ist,
gibt es eine Teilfolge, diese sei wieder mit D;v,, bezeichnet, so dass D;v,, — v; in
X firallei=1,...,N. Es gilt jedoch D;uv = v; aufgrund

/vDigbdm = lim [ v, Di¢dr=— lim /Divnkgb dx
Q Q

k—o0 Q k—o00

:—/Qvl-qﬁdx.

Aus den Eigenschaften der Funktion a, der Konvergenz u,(x) — u(z) f. it in Q und
dem Satz von Lebesgue (dominierte Konvergenz) folgt weiterhin

a(z,up, () = a(x,u(z)) fi.in Q,
a(,un, ()" - Vo = a(,u()" - Vo in X.
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Betrachte nun v, = ¥(u,, ), d.h. das elliptische Problem

/Q (Va1 (2))T - V) d = / (@, g (1)) - Vo [ V) d = {F, B}y y

Q

fiir alle ¢ € Y. Die bisher gezeigten Konvergenzresultate, d.h. die starke Konvergenz
a(cy tn, (NT Vo — a(-,u(-))" - V¢ in X und die schwache Konvergenz Vu,, — Vv
in X, ergeben nun

(fid)y=y = /Q(ank\a(w, Un,, ()T -Vo)de — /Q(Vv]a(x,u(x))T -Vo)dz,

k—o00
d.h. aber U (u,, ) = v,, — v = Y(u).

4. Zusammenfihrung aller Teilergebnisse. Wir haben gezeigt, dass ¥ : M — M eine
kompakte Selbstabbildung ist. Die Menge M ist nichtleer, beschriankt, abgeschlossen
und konvex. Nach dem Satz von Schauder besitzt die Abbildung ¥ einen Fixpunkt
u* € M, d.h. eine schwache Losung von (3.11).

Wir betrachten nun wieder die Operatorgleichung

Alu) = f

mit einem monotonen Operator A : V' — V*. Neben den Eigenschaften der Monoto-
nie und der Koerzitivitdt bendtigen wir natiirlich eine Stetigkeitsbedingung an den
Operator, damit man Surjektivitdt bekommt. Da der schwache Konvergenzbegriff
zur Verfiigung steht, konnen wir neben den klassischen (starken) Stetigkeitsbegriff
auch schwichere Stetigkeitsbegriffe einfiihren.

Definition 3.3.3. Sei (V|| - ||v) ein Banachraum, A :V — V* ein Operator.Dann
heisst A

e hemi-stetig, falls die Funktion hy : [0,1] — R definiert durch
ha(t) == (A(u + tv),w)y«y
stetig ist fir alle u,v,w € V;
o demi-stetig, wenn aus u, — u in 'V folgt, dass A(u,) — A(u) in V*;
o stark-stetig, falls aus u, — u in 'V folgt, dass A(u,) — A(u) in V*.

Bemerkung 3.3.3. 1. Es gelten die folgenden Implikationen: A stark stetig = A
stetig = A demi-stetig = A hemi-stetig.
Beweis der letzten Implikation: sei A demi-stetig, d.h. aus w,, — uw in V folgt

<U**, A(Un) — A(U))V**’V* =0 Yo eV™
Zeige nun Stetigkeit von hy. Sei (t,), C [0,1] mit ¢, — ¢ in [0, 1]. Betrachte
\ha(tn) — ha(t)] = [(A(u + t,0) — A(u + tv), w)y- v |
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= |Gy Au + ) = Au +10)) v v+
|Gy Aln) — A(@)yee ] =0, Vi, € V™,

wobei U, := u + t,v — U := u + tv. Da V — V** gilt, folgt die Behauptung.
(bzw. A(u,) — A(u) in V* impliziert A(u,) —* A(u) in V*.)

2. Im Fall dim V' < oo sind schwache und starke Konvergenz dquivalent. Folglich
fallen die Begriffe der starken Stetigkeit, der Stetigkeit und der Demi-Stetigkeit
zusammen. Hemi-Stetigkeit bleibt jedoch auch im endlich-dimensionalen ein
schwicherer Stetigkeitsbegriff.

3. Falls der Banachraum V reflexiv ist, dann gilt: A ist stark stetig = A ist
kompakt. Da die Implikation ,, A ist stark stetig = A ist stetig“ gilt, miissen
wir noch die Konvergenz einer Teilfolge von (A(u,,)), zeigen, wobei (u,), eine
beschriankte Folge ist. Die Reflexivitdat von V' liefert mit Satz 3.2.4, dass es
eine Teilfolge von (uy,, )i gibt, die schwach konvergiert, also u,, — v in V. Die
starke Stetigkeit von A gibt die Konvergenz A(u,,) — A(u) in V.

Beispiel 3.3.6. Sei V = V* =R? und f : R? — R definiert durch
Fay) = {g@ (z,) # (0,0)

0 (z,y) = (0,0)
Dann ist f stetig in R?\{(0,0)}, aber offensichtlich nicht stetig in R?. (Betrachte
die Folge (1/n,1/+/n).) Hemi-stetig ist die Funktion jedoch auch in (0,0), denn fiir
(1,41) # (0,0) gilt

ZL’ll’%

0,0) + ¢ =2
f(( 9 )+ (1‘1,3/1)) tgx%_'_tzlyil

Ill'%

=12 50, t—0.
71+ Py

Beispiel 3.3.7. Sei V = Ly(Q2), 2 C RY ein beschrinktes Gebiet und g € V. Der
Operator T, : V' — V definiert durch

Ty(f) = I fll sy - 9

ist ein kompakter Operator, aber nicht stark stetig. (Ubung) Die Stetigkeit folgt
durch einfaches Nachrechnen. Sei u,, — u in V und betrachte

1/2
1T, () — Ty (w)lly = ( [ lalizo - !\u\|%g\2dx)
= a2 = [ul2 gl = 07— oo.

Zur Kompaktheit: sei u,, beschrankt in V', dann miissen wir zeigen, dass eine kon-
vergente Teilfolge von (T,(u,)), existiert. Aus der Beschrinktheit von w,, und

1T () v = llall g1y
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

folgt dass (7}(u,)), ebenfalls beschrankt ist. Da V' reflexiv ist, folgt aus der Be-
schranktheit von (7, (uy)),, dass

hy ==Ty(u,) = h inV,

d.h. wir miissen nur noch die starke Konvergenz zeigen. Da V' ein Hilbertraum ist,
nutzen wir folgende Eigenschaft (siche Bem. 3.2.2): gilt h, — hin V und ||h, |y —
|h|lv, dann h,, — hin V.

Die schwache Konvergenz der Folge (h,,), bedeutet

m/HwM%ﬁdx—>/7ﬁdx Vi e X=X,
9] Q

Wihle f = g||g|}/', dann folgt

/QHunszgfdx = /Q lunll¥lgl dzllglly' = llunllVllglly = [lAnllv

und somit
Hm%+4@mwvsww

Andererseits gilt fiir die schwach konvergente Folgen h,,, dass [|h||y < liminf ||A, ||y
und mit obiger Konvergenz schliesslich

[Plly < lim([Anflv < [lA]lv,
n—oo

also |||y — [[h]v-

Das der Operator Tj nicht stark stetig ist, sicht man wie folgt: sei u,, — u in V, aber
nicht stark konvergent (in diesem Fall gilt natiirlich T,(u,) — T,(u) in V). Ange-
nommen 7, (u,) konvergiert stark gegen 7,(u) in V', dann muss aber ||u,|v — [Ju||yv
gelten (siehe oben). In diesem Fall ist die Folge w,, jedoch schon stark konvergent,
ein Widerspruch zur Voraussetzung. Somit ist 7; nicht stark konvergent.

Als erstes werden wir sehen, dass Monotonie bzw. demi-Stetigkeit lokale Beschrénkt-
heit impliziert. Letzteres bedeutet folgendes:

Sei A : V. — V* ein nichtlinearer Operator. Dann heisst A lokal beschrinkt,
falls fiir alle w € V ein d(u) > 0 existiert, so dass das Bild A(Bs(u)) der Kugel
Bs(u) ={v eV :|lu—v|y < d} in V* beschrinkt ist.

Lemma 3.3.2. Sei (X, || - ||x) eine reflexiver Banachraum, A : X — X* ein Ope-
rator. Dann gilt:

1. A ist demi-stetig. = A ist lokal beschrankt.

2. A ist monoton. = A ist lokal beschrinkt.
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Proof. 1. (Beweis durch Widerspruch): Sei A nicht lokal beschrinkt, d.h. es gibt
ein u € X und eine Folge (u,), C X mit u, — u, so dass ||A(u,)|x — oo. Da
A demi-stetig ist, folgt A(u,) — A(u) in X. Folglich ist (A(u,)), beschrankt nach
Bem. 3.2.2. Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Also ist A lokal beschrankt.
2. (Beweis durch Widerspruch): Sei A nicht lokal beschriankt, dann gibt es ein u € X
und eine Folge (u,), C X mit u, — u, so dass ||A(u,)||x+ = 00. O.B.d.A. sei u = 0.
Wir setzen

an = (1 + [|A ) |xfJuallx) "

X*
Die Monotonie von A liefert, dass fiir alle v € X gilt

(A(un) — A(Ev), up, — (£0)) x+ x > 0.
Mit obiger Bezeichnung ist dies dquivalent zu

+a, (A(un), v)x+ x < an ((A(un), un) x+ x — (A(E0), up F V) x* x)

< ap ([|A(un) | x+[lunllx + [[A(F0) || x+[[un F v]lx)

< ap ([|A(un) | x+lunllx + [[A(E0) [ x+[[unllx + [|A(£0)]
= ay (a5, = 1+ [|AEV) | x- [Junllx + [ AE) [ x-[lv]x)

<1+c(v),

X* X*

Xk X* UHX)

X* X*

nach Definition von a, und ||u,||x < 1 fir n > ng (u, — 0) und da ||A(£v)|
||v]|x Konstanten sind. Somit gilt fiir alle v € X

X*y

sup(a,A(uy),v)x- x < 00,

d.h. die linearen stetigen Abbildungen B, := a,A(u,) : X — R sind punktweise
beschréinkt. Das Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit liefert also

sup ||anA(un) || x+ < ¢ < oc.
n

Setzen wir b, = || A(u,)]

X+, S0 gilt b, — oo nach Annahme, sowie
Hunllx <1 Vn>ny(c") >ng

fiir ein n; € N. Weiterhin gilt die Relation

*

Vn>mny: 0<b, <c/a,=c(1+blux) < ogbngc—.
1 — c*flunllx

Grenziibergang liefert jedoch

lim b, <c,
n—od

ein Widerspruch zur Annahme. n
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Es gelten folgende wichtige Zusammenhénge fiir monotone Operatoren, auch Minty’s
Trick genannt.

Lemma 3.3.3. Sei (X, |- ||x) eine reflexiver Banachraum, A : X — X* ein mono-
toner Operator. Dann gilt:

1. A sei zusdtzlich hemi-stetig. Dann
(a) Falls A maximal monoton ist, d.h. seien u € X, b € X* gegeben, so dass
(b—AWw),u—v)x-x >0, YvelX,
dann folgt schon A(u) = b.
(b) A geniigt der Bedingung (M), d.h. aus

Up — U m X,
<A(un)7un>X*,X — <b7 u)X*,X7

folgt A(u) =b.
(c) Aus
u, = u mX, Au,) — b in X",
oder alternativ
u, > u X, A(u,) — b in X",
folgt A(u) =b.
2. (a) Aist demi-stetig. < A ist hemi-stetig.
(b) A ist stark stetig. < A ist kompakt.

Proof. 1.(a): Seien w,u € X gegeben. Wir setzen v = u — tw, t € [0, 1]. Aufgrund
der maximalen Monotonie von A haben wir folgende Implikation:

(b—AW),u—v)x+x >0 = (b— A(u—tw),w)xx > 0.
Da A hemi-stetig ist, folgt im Grenziibergang t — 0
(b—A(u),w)x+x >0, YweX.
Wir ersetzen w durch —w und erhalten die umgekehrte Ungleichung. Insgesamt gilt
also (b — A(u),w)x- x =0 fiir alle w € X, d.h. b = A(u).
1.(b): Da A monoton ist, folgt fiir alle v € X, n € N

0 < (A(up) — A(W), up — V) x+x = (A(tun), un)x- x — (AV), un) x+ x
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— (Aun) — A(v), V) x- x-
Durch Grenziibergang n — oo ergibt sich nach Voraussetzung
<b_A(U)7u_U>X*,X 207 V’UGX,

d.h. A ist maximal monoton. 1.(a) impliziert nun A(u) = b.
1.(c): Dies folgt direkt aus 1.(b), da nach Voraussetzung und Bemerkung 3.2.2

<A(un)7 Un>X*7X — <b7 u>X*,X

gilt.

2.(a): Zu zeigen ist nur die Implikation ,,<=“, da die Eigenschaft der Demi-Stetigkeit
starker ist als die der Hemi-Stetigkeit.

Sei (uy,)n eine Folge in X mit u,, — v in X. Zu zeigen ist A(u,) — A(u). Da A mono-
ton ist, ist (A(uy)), nach Lemma 3.3.2 lokal beschriankt. Aufgrund der Reflexivitét
von X gibt es eine Teilfolge (uy, )k, so dass A(uy,,) — b in X*. Nach 1.(c) erhalten
wir somit A(u) = b, d.h. A(uy,, ) — A(u). Aber alle schwach konvergenten Teilfolgen
von (A(u,)), konvergieren schwach gegen A(u), denn sonst gibe es eine Teilfolge
A(tn,;) =0 # b= A(u). 1.(c) impliziert wiederum A(u) = V', was ein Widerspruch
ist. Somit liefert Lemma 3.2.1 (Teilfolgenprinzip), dass die gesamte Folge (A(uy)),
schwach gegen b = A(u) konvergiert, d.h. A ist demi-stetig.

2.(b): Die Implikation = wurde schon in der Bemerkung 3.3.3 gezeigt. Sei nun der
monotone Operator A : X — X* kompakt und u,, — w in X. Wir miissen zeigen,
dass A(u,) — A(u) in X* gilt. Die Folge (u,), ist aber beschriankt, so dass die
Kompaktheit von A die Existenz einer Teilfolge (A(uy,))r liefert mit A(u,,) — b
in X*. Da A ebenfalls stetig ist, ist der Operator A ebenfalls hemi-stetig. Mit 1.(c)
erhalten wir A(u,,) — b= A(u), also

Aup,) — A(u) in X7

Zu zeigen bleibt, dass die ganze Folge (A(uy)), gegen A(u) konvergiert. Angenom-
men dies ist nicht der Fall, d.h. es gibt eine Teilfolge (A(u,,)); die nicht gegen A(u)
konvergiert, also

3 >0 A(un,) — Aw)|x- > e, V.

Da die Folge (u,;) wieder schwach gegen u konvergiert und somit beschrinkt ist,
folgt mit der Kompaktheit von A: es existiert eine Teilfolge (An); von (4,,); die

stark gegen ein be X* konvergiert, wobei wieder b= A(u) gelten muss. Dies steht
im Widerspruch zur obigen Ungleichung. O]
Das zentrale Resultat fiir Operatorgleichungen mit nichtlinearem monotonen Ope-

rator ist der Satz von Minty-Browder.
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Theorem 3.3.3 (Minty-Browder). Sei X ein reflexiver separabler Banachraum mit
der Basis {wj}j’ozl C X und A: X — X* ein Operator mit folgenden Figenschaften

(i) A ist hemi-stetig,
(ii) A ist monoton,
(111) A ist koerzitiv.
Dann existiert fiir alle f € X* eine Lisung u € X von
Au)=f in X*,

d.h. ist A surjektiv. Die Lésungsmenge ist abgeschlossen, beschrdankt und konver.
Falls A strikt monoton ist, ist die Lisung eindeutig.

Bevor wir den Satz beweisen werden, betrachten wir eine Anwendung auf das Pro-
blem (3.12) in Beispiel 3.3.3.

Beispiel 3.3.8. Wir haben schon gesehen, dass das Problem (3.12) die schwache
Formulierung

(As(w), v)v-v = /(|VU|p_2VU|VU) dr = (f,v)v=y, YweV
Q
mit V = I—OI;(Q) besitzt, d.h. wir wollen die Gleichung As(u) = f in V* lésen.
e Beschrinktheit/Wohldefiniertheit: Aufgrund der Abschétzung

[(As (), v)vv| < [Vl fomm IV, @@y

ist A3z wohldefiniert sowie beschrankt, denn

1-1
IMs(@)llv- < sup [IVully igfom | Vol @mv)

[vllv <
= ||Vu||L » (RN sup ||VU||LP (SLRN)
v|lv<1
< IVully fom sup lollv < IVull;

QRN)
vlly <

Somit bildet A3 beschréankte Mengen aus V' in beschrinkte Mengen in V* ab.

e Aj ist hemi-stetig: Seien u, v, w € V und (t,), C [0, 1] eine Folge mit ¢, —
€ [0,1]. Die f. ii. Konvergenz in )

IV (w4 t,0)(2) P2V (1 4 t,0)(2) = [V (u + toov)(2) P2V (u + toov)(z)
folgt aus Satz von Lebesgue (dominierte Konvergenz). Weiterhin gilt

IV (u+ t,0) [P < (|Vu| + |[Vo])P
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(da t, € [0,1] und 2P~! monoton wachsend fiir p > 1)
< vt (]Vu]pfl + Vo).
Letztere Ungleichung folgt aus
Va,b>0,¥s >0: (a+b)* <2°(a®+b%).

Fiir a = 0 bzw. b = 0 und a = b ist die Ungleichung trivial. Daher sei 0.B.d.A.
a/b < 1. Weiterhin mit der Monotonie von g : Ry — Ry, g(z) = 2°, s > 0,
bekommt man

(a+b)° = (a/b+ 1) < 2b° < 2°(a° + b°).

Da u,v € V und somit |Vu[P~! |Vo|P™t € L,(Q), 1/p+ 1/p/ = 1, liefert
Lebesgue’s dominierter Konvergenzsatz

IV (u+ t,0) P2V (u+ t,v) = |[V(u+ toovP 2V (u+tov)  in Ly ().

Daraus folgt die Konvergenz

(At + t0), whyey = /Q (¥ (1t + £,0) P2V (1 + ,0)| Vo)
= (|IV(u+ t, )2V (u + t,0), VW)L, (rN) L, (QRY)
— /Q(|V(u +too0) P2V (u + too) | Vw) dz:
= (A3(u + toov), W)y v.

e Die strikte Monotonie als auch die Koerzitivitit von As hatten wir schon
gezeigt.

Anwendung des Satzes von Minty-Browder liefert: das Randwertproblem 3.12 besitzt
fiir alle rechten Seiten f € H,'(£2) genau eine schwache Losung u € H, ().

Beweis des Satzes 5.5.5. 1. Schritt: Eindeutigkeit. Seien ui,us € X zwei verschie-
dene Losungen der Gleichung A(u) = f. Falls A strikt monoton ist, gilt nun

0= (A(u1) — A(uz), u1 — ug) x= x >0,

was ein Widerspruch zur Annahme bedeutet.

2. Schritt: Existenz von approzimierenden Lisungen. Mit Hilfe des Galerkin-Verfah-
rens konstruieren wir approx. Losungen. Zum besseren Verstdndnis gibt es hier die
Definition dieses Verfahrens.

Definition 3.3.4. Sei X ein Banachraum.
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden
1. Eine Folge von endlich-dimensionalen Teilrdumen X, C X heisst Galerkin-
Verfahren, falls

lim dist(x, X,,) =0, Vze X.

n—oo

2. FEine Folge (v,)n, C X von Elementen in X heisst (Galerkin-)Basis, wenn gilt:
e VneN:xy,...,x, sind linear unabhdng:g,

o X =, X, mit X,, :=span{xy,...,z,}.

Fiir separable Banachrdume X gilt nun: (i) X besitzt eine Basis {w, }7°, und (ii) fur
jede Basis von X bilden die Teilrdume X, ein Galerkin-Verfahren. (Konstruktion der
Basis aus der dichten abzédhlbaren Menge von X ist intuitiv. Diese Basis ist wieder
dicht in X und es gilt X,, C X,,41 fiir alle n € N. Damit folgt lim,,_,, dist(x, X,,) =0
fir alle z € X.)

Wir setzen nun X, := span{wy, ..., w,} und suchen Lésungen
Uy = i a;w; € X,
j=1
der Gleichung
(Aup),v)x+x = (f,v)x-x, YveX,. (3.14)
Dieses Problem ist equivalent zum folgenden nichtlinearen Gleichungssystem

Dy (a) == (A(un) — fiwg)x-x =0, k=1,...,n, (3.15)

wobei o := (a;)7_; € R" und ® : R" — R" stetig ist. Dies folgt aus der Tatsache,
dass A nach Lemma 3.3.3 demi-stetig ist: Sei {a™}>_, C R" mit o™ — q,

m=1
m—00
dann erhalten wir

ul™ = Zag.m)wj = Uy = Z ajw;  in X,
J J

weil

77777

Demi-Stetigkeit von A gibt

A) = A ol wy) = A(un) = A ajw;) i X7
j=1 j=1
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und schliesslich die Konvergenz

n

[@(al™ — ()] =) [Pr(al™) — i(e)?
k=1

= [A®@Y) = Alun), wi)x+ x| — 0.
k=1

Die Existenz einer Nullstelle von ® (einer Losung von (3.14) folgern wir aus folgen-
dem Lemma.

Lemma 3.3.4. Sei ¢ : R" — R" eine stetige Funktion mit der Figenschaft

AR >0: (é(x)|z) >0 Vz e dBg(0).

Dann besitzt ¢ mindestens eine Nullstelle xy € Bg(0).

Proof. (Widerspruchsbeweis) Angenommen ¢(z) # 0 fiir alle © € Bg(0). Dann ist
die Abbildung v : Bg(0) — Bg(0) definiert durch

R
Y(x) = —mﬁb(ﬂv)

wohldefiniert und stetig. Nach dem Fixpunktsatz von Brouwer besitzt 1) mindestens

einen Fixpunkt zy € Bg(0), insbesondere gilt |zo| = |¢(20)] = R. Anwendung der
obigen Ungleichung liefert

R
|¢($0)|

was einen Widerspruch zur Annahme bedeutet. O

0 < R? = |xo|?* = (wo|wo) = (¥(x0)|x0) = — (¢(xo)|zo) <0,

Wir betrachten daher

(®(a)|er) = Z(A(un) = fragwy)xe x = (Alun) = frun)x- x

= (Alun), tn)x- x = (f, tn)x- x 2 (Altn), tn)x- x = || /]
= (AR )

[[un | x
Da A koerzitiv ist, gibt es zu jedem K > 0 ein N(K) > 0, so dass

(Alun), un>X*,X

”un”X

X* UnHX

> K Vulx = N(K).
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Wiéhle nun K > || f|

x+ und damit (®(«)]a) > 0 fiir alle @ € R™ mit

N(K) < Jluallx < ) laglllwsllx < ealal.

J

Damit besitzt ® eine Nullstelle und wir haben eine Folge von approximierenden
Losungen wu,, konstruiert.

3. Schritt: Beschrdnkheit der Folgen (uy), und (A(uy)),. Dazu wahlen wir v = w,
in (3.14) und erhalten die Abschéitzung

-A n)y Wn *
iy o (Alnbtixx
Tanlx

(A(un), un) x x < || f]

X X*5

falls u,, # 0. Angenommen die Folge (u,,), sei unbeschriankt, dann liefert die Koer-
zitivitdt von A ein Widerspruch, also existiert ein R > 0 mit [ju,||x < R fiir alle
n € N. Die lokale Beschrinktheit von A, d.h.

Vue X: F0(u)>0: |lu—v|x <d = {A(v):v € Bs(u)} beschrénkt in X*,
(z.B. in einer Kugel B,(0) C X*, r = r(d(u)) > 0, liegt) wird uns die Beschrankt-

heit von (A(uy,)), liefern. Man schétzt einfach die Norm von A(u,) ab, wobei wir
benutzen werden, dass

(A(un) — A(v),u, —v)x+x >0, (Monotonie von A) ,
[unllx <R YneN = (A(u), un)x-x < R f]

X*-

Es gilt nun fiir § = 6(0) und r = r(§(0)), dass

1
x+ = sup (A(u,),v)x+x < < sup (A(u,),w)x~x

vl x=1 l[wllx =6

5,500 (A w)xex + (Alun) = A@W),tn = w)x-.x)
1

[ A(un)]

sup  ((A(un), un) x+ x + (A(w), w)x« x — (A(w), un) x+ x)

< (I[f]

x-+r)R/6+r, VYnéeN.

4. Schritt: Konvergenz des Galerkin-Verfahrens, d.h. Konvergenz der Folge ().
Die Beschrinkheit der Folge (uy,),, liefert

JueX: u, —uin X,

und da (A(uy, ))r ebenfalls beschrénkt ist, gilt

Jdg € X*: A(uy ) = g in X
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Sei 0.B.d.A. nj, = ng. Da u,, Losung von (3.14) ist, erhalten wir
(fiv)xex = (Alup, ), v)x-x = (g, v)x*x YveX,, neN

Da X =, X,, gilt, ist die obige Gleichung auch fiir alle v € X giiltig (denn fiir alle
v € V gibt es ein ng(v) mit v € X,,,) und damit f = g. Es gilt nun insbesondere

(A(tn, ), wny ) x+x = (f; un ) x-x = (fru)xex.
Die Voraussetzungen von Lemma 3.3.3 (1.b) sind erfiillt und daher erhalten wir
A(u)=f in X"

5. Schritt: Figenschaften der Losungsmenge. Dazu setzen wir Sy := {u € X : A(u) =
[} fiir gegebenes f € X*. Dann hat die Menge Sy folgende Eigenschaften:

e S # @ (siehe oben)

e Sy ist beschrinkt. Dies folgt im wesentlichen aus der Koerzivitdt von A.
Angenommen Sy ist unbeschriankt, d.h. VR > 0 existiert ein up € Sy mit
|lurllx > R. Andererseits gibt es zu jedem K > 0 ein N(K) > 0 (wéihle nun

einfach R := N(K)) mit

AW uhxex S eyl > N(K) = R,

[l x

X+ =

/]

Dies ist ein Widerspruch fiir K > || f|| x+.
o Sy ist konvex. Seien uy, uy € Sy, d.h. A(u;) = f fir i =1,2. Sei t € [0, 1] und
v=tuy + (1 —t)us € X und w € X. Dann gilt
(f = Alw),v —w)x+ x = (f = Alw), tuy + (1 = t)uy — tw — (1 = t)w) x= x
= (f = A(w), t(u1 — w))x+ x
+(f = Aw), (1 = 1)(uz — w))x-x
=t(A(u1) — A(w),ug — w) x» x
+ (1= 1)(A(ug) — A(w), ug — w)x+ x
>0, YweJX,
wegen der Monotonie von A. Mit Lemma 3.3.3 (1.a) folgt schon f = A(v).

e S ist abgeschlossen. Sei (u,), € Sy mit u,, - v in X. Da u, € Sy, muss
A(u,) = f fir alle n € N gelten. Damit haben wir

<f - A(’LU), U — w)X*,X = nll_>rgo<f - .A(”LU), Up — w>X*,X
= nh_)rg}(A(un) — A(w), u, — w) x+ x

>0, YVwelX
und Lemma 3.3.3 (1.a) liefert wieder f = A(u), d.h. u € S;.
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[]

Korollar 3.3.2. Sei X ein separabler, reflexiver, reeller Banachraum und sei A :
X — X* ein strikt monotoner, koerziver und hemi-stetiger Operator. Dann existiert
der Operator A=! : X* — X und ist strikt monoton und demi-stetig.

Das néchste Ziel soll eine Verallgemeinerung des Satzes von Minty-Browder sein, um
Probleme behandeln zu kénnen, die durch Stérung eines ,,gutartigen Randwertpro-
blems (im Sinne der Anwendbarkeit des Satzes von Minty-Browder) entstehen. Z.B.
konnten wir das RWP (3.12) (der p-Laplace-Operator) mit Satz 3.3.3 behandeln und
fragen nun nach der Losbarkeit des RWPs, welches durch eine Stérung 0-ter oder 1-
ter des p-Laplace Operators entsteht, d.h. man addiere den Term f(z,u) oder einen
Konvektionsterm vom Typ V- f(z, ) hinzu.

Die erste Verallgemeinerung des Satzes von Minty-Browder stammt von Lions.

Theorem 3.3.4 (Lions). Sei X ein reflexiver separabler Banachraum, A : X — X*
ein Operator mit folgenden Eigenschaften

o A sei beschrankt;
o A geniige der (M)-Bedingung;
o A ist koerzitiv.

Dann existiert fir alle f € X* eine Losung u € X von
Alw)=f in X7,

d.h. ist A surjektiv.

Proof. Zuerst zeigen wir, dass die erste und zweite Eigenschaft die Demi-Stetigkeit
von A impliziert. Sei dazu u,, — w in X. Da A beschrankt ist, ist die Folge (A(uy))n
ebenfalls beschrankt. Der Raum X ist reflexiv (damit auch X*) und somit gibt
es eine Teilfolge (A(uy,))r von (A(uy))n, so dass A(u,,) — f in X*. Die starke
Konvergenz der Folge (u,,); und die M-Eigenschaft zeigt, dass f = A(u). Die
schwache Konvergenz A(u,, ) — f gilt nicht nur fiir die Teilfolge (uy, )k, sondern fir
alle Teilfolgen (einfacher Widerspruchsbeweis) und das Teilfolgenprinzip liefert die
schwache Konvergenz A(u,) — f, d.h. fiir die ganze Folge.

Nun zum eigentlichen Beweis. Der 2. Schritt aus dem Beweis des Satzen 3.3.3 kann
iibernommen werden, da nur die Koerzitivitat und die Hemi-Stetigkeit benutzt wur-
den. Im néchsten Schritt wurde die Beschranktheit gezeigt. Die Beschréanktheit der
(uy), folgt ganz genauso, da nur die Koerzitivitéit von A einging. Die Beschranktheit
der Folge (A(uy,)), ist Teil der Voraussetzung geworden. Im letzten Schritt ging es
um die Konvergenz. Dort konnten wir mit Hilfe der Monotonie und Hemi-Stetigkeit
von A das Lemma 3.3.3 anwenden, um die M-Bedingung zu schlussfolgern, die dann
A(uy, ) = A(u) zeigt. Diese wird nun jetzt einfach vorausgesetzt. O
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Bemerkung 3.3.4.
Die Eindeutigkeit kann unter den obigen Voraussetzungen i.a. nicht gezeigt werden.

Es gilt folgender Summensatz: Ist A : X — X* wobei X reflexiv und separabel ist,
beschrénkt, monoton und hemi-stetig und B : X — X* stark stetig, dann erfiillt der
Operator A+ B: X — X* die (M)-Bedingung.

PT’OOf. Sei Up — U, A(“n) + B(“n) - f7 und <‘A(un) + B<un)7 un>X*,X — <f7 U>X*,X-
Die starke Stetigkeit von B gibt B(u,,) — B(u). Daraus folgt sofort

Aun) = f = B(u) =: g,
sowie

<A<un)v un)X*,X = <~A(un) + B(“ﬂ)v un)X*,X - <B(un)a Un)X*,X
— (fyu)x« x — (B(u),u)x+x = (g, u) x x.

Da A die (M)-Bedingung erfiillt, besagt diese nun g = A(u) = f — B(u), d.h. A+ B
erfiillt die (M )-Bedingung ebenfalls. O

Die (M)-Bedingung ist sehr allgemein und kann fiir eine Vielzahl von Operato-
ren nachgewiesen werden. Entscheidender Nachteil dieser Eigenschaft ist, dass diese
nicht stabil unter der Summenbildung von Operatoren ist, d.h. erfiillen die Opera-
toren A, B : X — X* die (M)-Eigenschaft, so besitzt i.a. die Summe A + B nicht
die (M)-Eigenschaft. Im Gegensatz dazu steht die Eigenschaft der Monotonie: sind
die Operatoren A, B : X — X* monoton, so ist auch die Summe A + B monoton.
Einen Ausweg liefert die Pseudo-Monotonie.

Zuvor betrachten wir ein Beispiel zum obigen Summensatz.

Beispiel 3.3.9. Wir betrachten das RWP

~V-(|[VulP?Vu) — V-®(z,u) = f, x€Q,

3.16
u=0, x€0dI, ( )

®:Q xR — RY und Q C RY beschrinkt mit glattem Rand. Die schwache Formu-
lierung lautet A(u) = f mit A=A+ B: X — X*, X = H,(2) und 1 < p < oo,
definiert durch
(A(u),v)x+x = /(\Vu\p_2Vu\Vv) de, velX,
0
(B(u), v)xe x = / (®(x, )| Vo) dz, v e X.

Q
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Wir wissen bereits, dass A beschrankt, monoton, hemi-stetig und koerzitiv ist. Wir
bendtigen als erstes die Beschrinktheit von B, damit A beschréankt bleibt. Dies
gewinnt man durch eine Wachstumsbedingung fiir ®, d.h. wir nehmen an

’q)(xau” < ¢0(l’) + (bl(x)’u‘sv Vu € Ra fa. z e Q’

wobei s > 1, ¢g € L, (4 Ry) und ¢y € L, (;R;) mit rg,ry € [1,00]. Diese
Parameter miissen natiirlich weiter eingeschréankt werden. Wir betrachten r; = oo,

damit s grofitmoglichst gewdhlt werden kann. Weiterhin benétigt man wieder die
Stetigkeit bzgl. der 2. Variable, d.h. ®(z,-) € C(R) fiir f.a. x € 2. Wir rechnen nun
Beschranktheit von B nach, d.h. die obige Definition ist sinnvoll. Es gilt

1B(w)|

x+ = sup (B(u),v)x+x = sup /Q(q)(x,uﬂVv) dx

vl x <1 lvllx <1

< sup / 60(2)| Vo] d + / 61(2)uf*| Vo) dz

follx<1
Dau € X = H\(Q) = L () mit

. -2 1<p<n
I1<qg<p = b
0 p>n

gilt, konnen wir wie folgt weiter abschétzen

1B ()]

x+ < sup gl @ I VUL, @z
lollx <1

+ sup o1 flL.@lu

[ollx <1

< ol @) + |01l (@) llu

isp, () Vol @irm)

s ;P
LSPI(Q)’ p - p_ 1

Damit ergeben sich die Bedingungen p’ = p/(p — 1) < rg und sp’ = sp/(p—1) < p*,
d.h.

1<s<p:==—=

p* p*(p—l): nglp_:;) l<p<n
Y p

00 p>n

Als néchstes suchen wir Bedingungen an ®, so dass die starke Stetigkeit fiir B
gesichert ist. (Damit geniigt A der (M)-Bedingung.) Sei also u,, — u in X. Zeigen
miissen wir B(u,) — B(u). Da die schwache Konvergenz w,, — u in X recht wenig
ist, benuzten wir Kompaktheit, um starke Konvergenz der Folge (u,), nutzen zu
konnen. Da (u,,), eine beschrinkte Folge in X ist und

X = HY(Q) > L(Q) fir 1<t < p,
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haben wir u,, — win L;(Q?) fiir 1 <t < p*. Mit dieser (starken) Konvergenz rechnen
wir B(uy, ) — B(u) nach. Betrachte also

1B(un,) — B(u)l[x- = sup /Q([Cb(ﬂ%unk)—‘D(SE,U)]IW)CM

llvfl x <1
< N une) — @, u)ln, @irm)
< 2{[¢ollL, ) + |01l o) ([lu

isp/(Q) + ||unk isp/(ﬂ))'

Da die rechte Seite beschrinkt ist (Beschrianktheit der Folge (uy, )r in X und u € X),
® stetig und u,, — w in L;(Q) fiir 1 < ¢ < p*, damit fiir eine Teilfolge (u, ) von
(Un, ) auch Uy, —> U f. d. in 2, bekommen wir mit der dominierten Konvergenz von
Lebesgue

lim ”@(SL’,UM@) — (I)<x7u>HLp/(Q;R") =0

k—00
fir 1 < s < p. Dies gilt wieder fiir jede Teilfolge (Widerspruchsbeweis!).

Definition 3.3.5. Sei X ein reflexiver Banachraum und A : X — X* ein Operator.
Dann

(a) (Wiederholung) erfillt A die (M)-Bedingung, falls
‘/L‘n - x’ An - f’

VESPRNSETY S
(b) erfillt A die (M')-Bedingung, falls
r, =z, A,—f, o A=

limsup(A(zy,), n) x+x < (f, ) xx

(c¢) heisst A 1p-monoton (pseudo-monoton), falls

Tn — T, (Al@), 2 —y)x=x <
lim sup(A(z,,), z, — ) x+x <0 liminf(A(x,),z, —y)x-x Vye X.

Bemerkung 3.3.5. Die (M’)-Bedingung wird auch (M)-Bedingung genannt. Da der
Begriff (M)-Bedingung schon benutzt wurde (siehe Lemma 3.3.3), wird hier die
Bezeichnung (M’)-Bedingung eingefiihrt. Es gilt (M') = (M) und ist A zusétzlich
monoton, dann sind die Begriffe (M) und (M’) dquivalent.

Proof. Es gelte (M"). Wir wollen nun (M) zeigen. Sei also z,, — z, A, — f und
(A(), xn) x+ x = (f, ) x+ x. Letztere Konvergenz besagt aber

lim Sup<A(xn>7xn>X*,X = lim<A(mn>7xn>X*,X = <f7 x>X*,X
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

und (M) liefert f = A(u).

Sei jetzt A zusétzlich monoton. Wir wollen (M) = (M’) zeigen. Sei also x, — =,
A(z,) = f und limsup(A(z,,), zn) x+ x < (f,x)x+x. Die Monotonie von A liefert
folgende Ungleichung

(A(zn) = A(z), 2 — ) x+ x >0
&
(A(2n), Tn)x x = (A(T), 20 — 2) x0 x + (A(T0), ) x> x,

und ergibt zusammen mit x,, — z, A(z,) — f die Ungleichung

lim inf(A(x,,), 2,) x« x > liminf ((A(z), 2, — 2)x+ x + (A(z,), T) x+ x)
= (f, ) x~ x,

d.h. aber mit limsup(A(z,), zn) x+ x < (f,z)x- x das
hm<A(fEn>, $n>X*,X — <f, x)X*,X‘
Anwendung der (M )-Eigenschaft liefert A(z) = f. O

Lemma 3.3.5. Sei X ein reflexiver Banachraum und A : X — X* ein Operator.
Dann sind dquivalent

(i) A ist y»-monoton.
(1)
T, — T, N A(z,) — A(z),
lim sup(A(zn), Tn — 7)x= x <0 (A(zn), Tn) x= x — (A(T), ) x+ x -

Proof. (ii) = (i): Sei x,, — x und limsup(A(x,),z, — x)x»x < 0. Da (ii) gilt,
wissen wir A(x,) — A(x) und (A(z,), z,)x+ x — (A(x), z)x+ x. Zu zeigen ist

(A(z),z — y)x» x < lminf(A(z,),z, —y)x+x VyeX.
Es gilt

<A($n)axn y>X* X — <~A(-Tn) -Tn>X X <A($n)7y>X*,X
— (A(z),z)x- x — (A(2),y)xx Yy e X.
(z

(i) = (4i): Sei x, — x und limsup(A(zy,), z, — ) x+x < 0. Die ¢-Monotonie mit

y = x gibt:
0 <liminf(A(z,), z, — 2)x+x < limsup(A(x,),z, — ) x-x <0,
d.h. (A(z,),xn — x)x+x — 0. Sei y € X beliebig. Die ¢-Monotonie gibt

(A(x),z —y) x+ x <liminf(A(z,), 2, — y)x+x
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< liminf(A(z,), T, — ) x+ x + lIminf(A(x,), z — y) x- x
= 0+ liminf(A(z,),r — y) x- x.

Wiéhle nun y = x £ 2z mit 2 € X beliebig. Dann erhélt man

y=z—2z: (Alx),2)xx <liminf(A(z,), 2)x+ x
y=x+z2: (Ax),—2)x-x <lminf(A(x,), —2)xx
& (A(e), e x > limsup(A(z,), e x

und damit fiir alle z € X die Ungleichungskette
(A(z), 2)x x < liminf(A(z,), 2) x+ x < limsup(A(x,),2)x- x < (A(x), 2) x= x.
Dies bedeutet A(z,) — A(z). Zu zeigen bleibt noch die Konvergenz
(Alzn), Tn)x+ x = (A2), 2) x x-
Benutze dafiir (A(z,,),z, — 2)x+x — 0 und A(x,) — A(z):

(A(@n), n)xe x = (A(Tn), Tn — ) x+ x + (A(T0), ¥) x+ x
— 0+ (A(z), z) x~ x.

]

Lemma 3.3.6. Sei X ein reflexiver Banachraum, A, B : X — X* Operatoren.
Dann gilt:

(i) A ist monoton und hemi-stetig = A ist {-monoton;
(i1) A ist Y-monoton = A erfillt die (M')-Bedingung (damit auch (M));
(111) A ist stark stetig = A ist 1»-monoton;

(iv) Falls A und B -monoton sind, dann ist auch die Summe A+ B der beiden
Operatoren Y -monoton.

Die Riickrichtung der Implikationen in (i), (ii) und (iii) gelten i.a. nicht.

Proof. (iii) ist einfach. Da wir benutzen diirfen: z,, — x in X = A(z,) — A(z) in
X™*. Sei also

rn, = x, limsup(A(z,),z, — 2)x-x <0.
Die starke Stetigkeit von A liefert jedoch schon
m(A(z,), 2, — V) x-x = (A(2), 2 —y)x+x, VyeX.
(i): Sei A monoton und hemi-stetig. Sei wieder

T, =z, limsup(A(z,),z, —x)x+x <0.
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3.3. Monotonie und Fixpunktmethoden

Die Monotonie von A liefert die Ungleichung

(A(xp), n — ) x+ x = (A(xn) — A(2), 20 — T)x+ x + (A(T), 20, — T) x+ x

(A(x), z — ) x+ x

v

und damit

liminf(A(z,), z, — z)x- x > liminf(A(z), z, — ) x- x

= lim(A(x), z, — z)x~x = 0.
Die Bedingungen der ¢-Monotonie (siehe oben) gibt nun
0 <liminf(A(z,),x, — z)x- x < limsup(A(z,),z, — z)x- x <0,
d.h. aber im(A(z,), z, — x)x+ x = 0. Benutze wieder die Monotonie

(A(@y) — Al + Ay —2)); 20 — (T + ANy —2)))xx 20, VyeX
&
MA(Tn), 2 —y)xx 2 MA@ + Ay —2)),2 — y)x- x
+ Az + XNy — ), 2, — T)x+ x
(A

(n), Tn — T)x* X,
die nach Grenziibergang (liminf) die Ungleichung liefert
liminf(A(z,),r — y)x»x > (Alx + ANy — ),z —y)x-x, YVyeX.
Anwendung der Hemi-Stetigkeit von A fiihrt auf
liminf(A(z,),r — y)x- x > (A(z), 2 —y)x+x, VyeX,

was zu zeigen war.
(ii): Es gelte

r, =z, Alx,) — f, lmsup(A(z,),z, —2)x-x <0.
A 1-monoton gibt fiir alle y € X die Ungleichung

(A(x),z — y)x+x < liminf(A(z,), 2, — ¥)x+ x
= liminf ((A(zn), T, — 2)x+ x + (A(Tn), T — Y) x+ x)
< liminf(A(z,), z, — ) x- x + iminf(A(z,), 2 — y)x~ x
< limsup(A(z,), x, — @) x» x +1Im(A(z,), 2 — y) x- x
SO0+ (f, 2 —y)xx-

Waéhle nun in dieser Ungleichung y =  + 2z mit z € X beliebig. Damit erhélt man

:F<A(x)aZ>X*,X > F(f, Z>X*,X7 Vz e X,
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d.h. (A(x), 2)x~x = (f,x — y)x~x fiir alle z € X, also A(z) = f.

(iv): Sei z,, — z und limsup(A(z,,) + B(2,), x, — ) x+- x < 0. Wir zeigen mit einem
Widerspruchsbeweis zuerst, dass limsup(C(z,),z, — z)x«x < 0 fir C € {4, B}
gilt, da dann die y-Monotonie von A, B benutzt werden kann. Angenommen dies
gilt nicht, d.h. es gibt eine Teilfolge (z,, ) von (x,)n, so dass (0.B.d.A.)

lim(A(zy, ), Tn, — ) x+x > 0.
Damit muss aber
lim sup(B(xy, ), Tn, — T)x*x <0

gelten. Die ¥-Monotonie von B ergibt

0= (B(z),z —z)x+ x < liminf(B(x,,),Tn, — )x*x

< limsup(B(xy, ), Tn, — T)x+x <0,

ein Widerspruch. Die 1-Monotonie von A und B liefert nun

(A(x),z —y)x» x <lminf(A(z,), 2, —y)x+x, Vy€ X,

(B(x),z —y)x» x <liminf(B(z,),z, —y)x+x, YyeX.
Addition der beiden Ungleichungen fiihrt auf die gewiinschte Ungleichung

(A(x) + B(x),z — y)x+x <liminf(A(z,) + B(zn), Tn — ¥)x+x, Vye X.

Mit dem Lemma 3.3.6 kénnen wir Gleichungen der Form
A(u) + B(u) = f, in X*

l6sen, wobei A, B : X — X* und die obige Gleichung ohne B gut verstanden ist.
Genauer

Korollar 3.3.3. Sei X ein reflexiver separabler Banachraum und A, B : X — X*
Operatoren. Es gelte

(i) A, B sind beschrankt;

(i) A, B sind v»-monoton (oder typischerweise (stirker): A ist monoton und hemi-
stetig, B ist {-monoton);

(111) A+ B ist koerzitiv.

Dann existiert fiir alle f € X* eine Losung u € X von
A(u) + B(u) = f in X,

d.h. ist A+ B surjektiv.
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