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KAPITEL 1

EINFUHRUNG

Ziel der Vorlesung ist die Behandlung von parabolischen Differentialgleichungen,
die einen Spezialfall der Evolutionsgleichungen darstellen. Letztere beschreiben z.B.
die zeitliche Entwicklung physikalischer Systeme. Man definiert dazu eine Zustands-
grofle u(t), die das System beschreibt bzw. jene Grofien die von Interesse sind, und
leitet dann eine Differentialgeichung mit Hilfe von physikalischen Prinzipien her. Die
Hoffnung ist dann, dass die Differentialgleichung zusammen mit einem Anfangswert
u(0) = up den Zustand u(t) des Systems fiir ¢ > 0 bestimmt. Die allgemeine Form
dieses sogenannten (abstrakten) Cauchy-Problems sieht wie folgt aus

—u(t) = F(tu(t), t=0,

Die Funktion v : Ry — X ist eine Abbildung in einem Banachraum X und die
rechte Seite F': M C R, x X — X entspricht der ,antreibenden Kraft®.

Beispiel 1.0.1 (Warmeleitungsgleichung). Das erste Beispiel ist die zeitliche Ent-
wicklung der Temperatur in einem Kérper 2 C R3. Die Zustandsgrofie 0(¢, z) ist die
Temperatur zur Zeit t am Ort z. Energieerhaltung ergibt

d

ae(t,x) = —Veq(t,z) +r(t,z), t>0,.

was eine Beziehung zwischen der inneren Energie e, den Warmeflul ¢ und den
Wiérmequellen r herstellt. Die innere Energie ist ein sogenanntes thermodynamisches
Potential (enthélt vollstindig das Verhalten eines thermodynamischen Systems im
Gleichgewicht), welches von den extensiven' ZustandsgroBen Entropie s, Volumen

!Eine extensive Grofle ist eine Zustandsgréfe, die sich mit der GroBe des betrachteten Systems
dndert. Gut verstehen kann man diese Terminologie anhand zweier identischer Systeme, die
durch eine Zwischenwand getrennt sind und das betrachtete System sich aus beiden Teilsyste-
men zusammen setzt. Hebt man nun die Trennung auf, wird der Unterschied zwischen inten-
siven und extensiven Grofien wie folgt definiert: Alle Groflen, deren Wert unveréndert durch
Entfernung der Zwischenwand bleibt, sind intensive Groflen; alle anderen Grofien, die also einen
anderen Wert annehmen, sind extensive Grofien.



1 Einfiihrung

7 und Teilchenzahl Nabhingt. Ist e = e(s, 7, N) bekannt (Dies ist normalerweise
nicht der Fall!), so ist die Temperatur 6 definiert durch

0 = O,e.
Andere thermodynamische Groien sind
p=—0.e Druck, pu=0ye chemisches Potential.

Méchte man die Energie durch andere ZustandsgroBen ausdriicken, es gibt 23 =
Moglichkeiten, so fiihrt man ,andere* thermodynamische Potentiale ein, die man
alle ineinander tiberfithren kann. Wir nehmen nun an

e=ey+pcl, [e]=J (Joule),

wobei ey eine Konstante ist (Grundenergie), ¢ die spezifische Wirmekapazitit® mit
Einheit [¢] = J/(kgK) bezeichnet, p = 1/7 mit Einheit [p] = kg die spezifische
Dichte. Weiterhin gelte das Fourier Gesetz

q(t,x) = —kVo(t, x),

welches besagt, dass Wérme in Richtung des Temperaturgradienten fliefit und zwar
direkt proportional zu V6. Die Energiebilanz nimmt dann die Form an

8,0 — BAO =R, (t,z) € R, x Q,

B = k/(pc) und R = r/(pc), was Wirmeleitungsgleichung genannt wird. Um die
zeitliche Entwicklung der Temperatur bestimmen zu kénnen, ben6tigt man natiirlich
einen Anfangswert

0(0,2) = by(x), z€Q,

sowie was mit der Warme an der Oberfliche des Korpers €2 passiert. Wir betrachten
folgende Moglichkeiten

e der Korper befindet sich in einem Wasserbad bekannter Temperatur, d.h. man
kennt 6 auf R, x 0€2,

0(t,2) = glt,a), () € Ry x O

e der Korper ist isoliert, d.h. es wird weder Wérme abgegeben noch aufgenom-
men, bzw. man kennt den Warmefluf§ durch die Oberflache,

0,0(t,x) =h(t,z), (t,z)eRy xQ

mit duflerer Normale v(z) in x € 09;

2 ¢ misst die Féhigkeit eines Stoffes, thermische Energie zu speichern. Im Allgemeinen ist die

spezifische Wirmekapazitit von Zustandsgrofien, insbesondere von der Temperatur abhéngig.
Daher gelten Werte fiir die spezifische Warmekapazitéit nur fiir eine bestimmte Temperatur.



e der Warmeflufl durch die Oberfliche geniigt einem Strahlungsgesetz, z.B.

0,0(t,x) = a(0(t,x) — s(t,z)), (t,z)€ Ry x 9.

Insgesamt erhilt man z.B. das folgende Anfangsrandwertproblem

pco — BAO = R(t,z), (t,xz) € Ry xQ,
0(t,x) = g(t,x), (tx)eRy x
0(0,x) = by(x), x€ Q.

Beispiel 1.0.2 (Navier-Stokes-Gleichung).
Beispiel 1.0.3 (Reaktions-Diffusions-Gleichung).
Beispiel 1.0.4 (Cahn-Hilliard-Gleichung).






KAPITEL 2

DAS ABSTRAKTE CAUCHY PROBLEM

In diesem Abschnitt betrachten wir das einfachste lineare Cauchy-Problem, ndmlich
das autonome Problem

iu(t) + Au(t) = f(t), t>0,

dt (2.1)

wobei im folgenden X ein Banachraum (komplex) ist. Der Operator A ist dabei
stets linear, dicht definiert, i.a. unbeschriankt, jedoch abgeschlossen, x € X und
f e C(J;X) mit J = [0,a] oder J =R,. Es folgen einige wesentlche Eigenschaften.

2.1. Korrekt gestellte Cauchy-Probleme

Unter einer Losung von (2.1) verstehen wir eine Funktion w fiir die (2.1) definiert
und erfiillt ist, genauer

Definition 2.1.1. Fine Funktion u : J — X wird starke Losung von (2.1) genannt,
falls w e CH(J; X)NC(J; D (A)) gilt und (2.1) erfiillt ist.

Eine Losung besitzt geniigend zeitliche Regulariit, u € C'(J;X), und geniigend
rdumliche Regularitat, v € C(J;D(A)), so dass (2.1) erfiillt ist. Die Bezeichnung
u € C(J;D(A)) bedeutet, dass u(t) € D(A) fir alle t € J und Au(t) stetig.

Berticksichtige, dass diese Definition sofort € D (A) impliziert, was i.a. zu restriktiv
ist. Denkt man an ein physiklisches System, so ist X der Zustandsraum, u(¢) sein
Zustand zur Zeit t, x der Anfangszustand und f(t) eine externe Kraft zum Zeitpunkt
t.

Es sollten mindestens die folgenden Eigenschaften erfiillt sein

e Existenz von Losungen (das System ist realisiert)

e Eindeutigkeit (Determinismus/Kausalitét)
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e stetige Abhingigkeit (kleine Fehler ...)

Fiir das homogene Cauchy-Problem

iu(t) + Au(t) =0, t>0,

dt (2.2)

u(0) ==
kann dies mathematisch wie folgt formuliert werden.

Definition 2.1.2. Das abstrakte Cauchy-Problem (2.1) wird wohlgestellt genannt,
falls fiir das homogene Cauchy-Problem (2.2) gilt:

(i) zu jedem x € D (A) genau eine starke Lisung u(t;x) auf Ry existiert;
(ii) (xn)n C D(A), z, — 0 in X impliziert u(t;x,) — 0 in X, gleichmdissig auf

kompakten Teilintervallen von R .

Ist das Cauchy-Problem (2.1) korrekt gestellt, dann lassen sich Operatoren T'(t)
mittels

Ttz :=u(t;z), teRy, ze€D(A (2.3)

definieren. Damit gilt 7'(0) = I (u(0;x) = x), T'(t) ist wohldefiniert (Eindeutgkeit
der Losung) und T'(¢) ist linear, d.h. fiir z,y € D (A) und «, 5 € C gilt

T(t)(ax + By) = aT(t)x + BT(t)y.

Die Gleichheit folgt aus der Linearitat von A und der Zeitableitung und der Eindeu-
tigkeit der Losung. Die Operatoren T'(t) sind auch beschriankt, sogar gleichméssig
auf kompakten Teilintervallen:

Angenommen dies sei nicht der Fall, so gibt es eine Folge (y,) C D (A) mit |y,| = 1,
rn = |T(tn)yn| — 0o und ¢, beschriankt. Setze nun x,, =y, /ry, so gilt (z,) C D (A)
und z,, — 0, aber |u(t,;x,)| = |T(tn)xn| = |T(tn)yn/rn| = 1. Nach Eigenschaft (i)
gilt jedoch T'(t,,)x, — 0, ein Widerspruch.

Dariiberhinaus gilt die Halbgruppeneigenschaft
(H1) T(t)T(s) = T(t + s) fiir alle s,t > 0;

(H2) T(0) = I

(H3) T'(-)x ist stetig auf Ry fiir jedes © € D (A).

Diese Eigenschaften folgen wieder direkt aus der Definition 2.1.2. Wir zeigen T'(t +
s) = T(t)T(s): sei * € D(A) und t,s > 0 beliebig, T'(-)xr = wu lése (2.2) mit
Anfangswert x und v l6se (2.2) mit Anfangswert y := u(s, z). Dann gilt wegen der
Eindeutigkeit

u(t+s;x) =v(ty), t>0
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und somit

Tt+s)x=Tt)y=Tt)T(s)r VYreD(A).

Man kann T'(t) auch fortsetzen. Da D (A) = X vorausgesetzt ist und T'(¢) be-
schriankt, konnen wir T'(¢) auf X fortsetzen, ohne die Norm zu dndern. Die Fortset-

zung wird wieder mit T'(¢) bezeichnet.! Dann ist T'(t)x mit x € D (A) eine verallge-
meinerte Losung fiir (2.2).

2.2. Cy-Halbgruppen

Allgemein definiert man

Definition 2.2.1. Sei X ein Banachraum. Eine Familie {T'(t)}i>0 C B(X) be-
schrdankter linearer Operatoren wird Co-Halbgruppe genannt, falls

(H) T(t)T(s) =T(t+ s) fir alle s,t > 0;

(Co) limy_, 0T (t)x = x, fir jedes x € X.

Auf dem ersten Blick scheint diese Definition schwécher zu sein, dies ist aber nicht
der Fall, wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 2.2.1. Sei X ein Banachraum und {T(t)}+>0 C B(X) eine Cy-Halb-
gruppe. Dann gilt
(i) Es gibt Konstanten M > 0, w € R, so dass |T(t)| < Me“* fiir allet € R,.

(i1) T(-)x ist stetig auf Ry fir jedes x € X, d.h. die Operator Familie {T(t)}:>o
1st stark stetig.

(iii) T(0) = I.

Proof. Zu (i): Es gibt M,6 > 0 derart, dass |T'(¢)| < M fiir alle t € [0, d]. Ange-
nommen dies ist nicht der Fall, dann gibt es eine Folge h, € [0,4], h, — 0 mit
|T(h,)| — oo. Dies steht im Widerspruch zu |T'(h,)z| < |T(h,)z — x| + |z] < oo

!Seien D C X ein dichter Teilraum und Y ein Banachraum. Dann gibt es fiir jeden Operator
A € B(D,Y) genau eine stetige Fortsetzung A € B(X,Y) mit /~1|D = A und ||A]| = ||A].
Konstruktion: sei © € X, dann gibt es (x,) C D mit z, — z in X. Dann ist (Az,) C Y
Cauchy-Folge und wegen der Vollstéindigkeit gibt es y, € Y mit Az, — y, =: Azx. Wohldefi-
niertheit/Unabhéngigkeit von der Folge: sei (1,) C D ebenfalls mit 7, — = in X und damit
Ann, — n,. Betrachte |y, — nz| < |yz — Azp| + |42y — Anp| + |Ann — 0| < 3e. fl‘D = A:
wihle zu € D die Folge (z;)x = (z)r. Dann Az = lim Az, = lim Az = Az. Eindeutig-
keit: Seien B € B(X,Y) mit Bjp = A und 2 € X beliebig und zx — 2 in X. Dann gilt:
Bz = B(limzy) = lim Bz, = lim Az, = Ax.
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(beriicksichtige Cy) fiir alle € X und dem Satz von Banach-Steinhaus (Prinzip der
gleichm. Beschrinktheit)

Fiir t € [nd, (n + 1)d] gilt nun aufgrund der Eigenschaft (H)

T(@)] = [T(nd)T(t —nd)| = [T(5)"T(n — dn)| < |T(6)]"|T(t — nd)|
< MMT(t —nd)| < M"M = M(MY°)"™ < M(MY°)t = Met,

wobei w = In(M'/?). Da n € N beliebig ist, folgt die Behauptung.
Zu (i1): Die Rechts-Stetigkeit folgt direkt aus (Cp) und (H). Sei h > 0,t >0,z € X
und y = T'(t)z € X, dann gilt

lIm T(t+ h)x =1lim T'(h)T(t)xr = im T'(h)y = y = T(t)x.
h—0 h—0 h—0

Fiir die Links-Stetigkeit benutzen wir noch (i). Sei h > 0, t —h > 0 und = € X,
dann gilt

| T(t)x —T(t—h)x| =|T(t —h)T(h)x —T(t —h)x|=|T(t — h)[T(h)x — z||
< [Tt =T (h)x — =
< Me*M T (h)x — x| — 0.

Zu (iii): Sei x € X beliebig und damit 7'(0)z € X. Die Cyp- und Halbgruppeneigen-
schaft liefern

T = hligrlOT(h)x = hlig-lOT(h +0)x = hligrlOT(h)T(O)a: =T(0)x.

]

Aufgrund von 1 = |I| = |T(0)] < M erfiillt die Konstante M > 0 aus (i) die
Abschétzung M > 1.

Bisher haben wir zu jedem wohlgestellten Cauchy-Problem eine Cy-Halbgruppe zu-
geordnet. Ziel ist die umgekehrte Richtung, d.h. ausgehend von T'(t) werden wir
einen Operator A konstruieren und dann einer Cy-Halbgruppe ein Cauchy-Problem
zuordnen.

Definition 2.2.2. Sei X ein Banachraum und die Operatorfamilie {T(t)}>0 C
B(X) eine Cy-Halbgruppe. Der zugehdrige Erzeuger Ar ist definiert durch

Ay = lim Lz —

h——+0 h (2:4)

mit Definitionsbereich D (Ar) = {x € X : der Limes (2.4) existiert }.

2 {B,}n C B(X) mit sup,, | Bpz| < oo fiir alle z € X, dann sup,, |B,| < co.
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Die Menge D (Ar) ist nichtleer (0 € D (Ar)), nichttrivial ist, dass D (Ar) = X und
T(t) durch Ar bereits eindeutig bestimmt ist.

Proposition 2.2.2. Sei X ein Banachraum, {T(t)}i>0 C B(X) eine Cy-Halbgruppe
und A der zugehorige Erzeuger Ap. Dann gilt

(i) T(t)D (Ar) C D (Ar) (Invarianz) und

(i1) fir x € D(Ar) ist u(t) = T(t)x stetig differenzierbar auf Ry und

d
ET(t)iB = ArT(t)x;

(111) A ist linear und abgeschlossen;,
(iv) D (Ar) liegt dicht in X;
(v) T(t) ist durch Ar eindeutig bestimmd.

Proof. Zu (i): Zu zeigen ist y := T(t)x € D (Ar) fir x € D(Ar) und ¢t > 0. Dies
folgt durch Grenziibergang h — +0 in der Identitéat

T(h) — I

- —————=x, ze€D(Ar).

y = % (T(t+ Bz — T(H)z) = T(*)

Zu (ii): Dies Identitét liefert ebenfalls fir ¢t > 0, x € D (Ar) und u(t) = T(t)x, dass

dr wutHh)—u(t) . T(hy—y B
g ) = Jim === = lim == = Ary = Agu(h).

Andererseits gilt aufgrund der starken Stetigkeit von T'(¢) fur ¢ > 0 und « € D (Ar)

d- ~ou(t) —u(t—h)
%u(t) = lim

= lim {T(t)x —Tt=he T(t — h)ATx] + lim T(t = h)Ara
= lim T(t —h) {M - ATxl Tt Ara = ArT(t)z,

da limy,_, o T(t — h)Apx = Arx existiert und

|T(t — h) L (T (h)x — x) — Arx]| < |T(t — h)||h"(T(h)x — 1) — Arx|
< MM |\ YT(h)x — ) — Apz| — 0,
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und damit ist (i7) bewiesen.
Zu (1ii): A ist linear aufgrund der Definition. Abgeschlossenheit: sei (x,,) C D (A7)
mit z, — x in X und Arz, — y in X. Dann liefert (i) und (#7):

T(hz, —z, 1 (" d I
UT:E/O (s )a:ndsz—/g ArT(s)x, ds

>=

I I
= —/ T(s)Arx,ds — —/ T(s)yds,
h Jo h Jo

n—oo

wobei dieser Limes gleichméssig fiir 0 < h < 1 ist. Dies sieht man durch die
Abschétzung

I 1 h
|E/ T(s)[Arx, —y|ds| §—M/ e”* ds|Arx, — y|
0
1 M| wh
= ]
< Me“Apz, —y|, h e (0,1].

— 1||Ara, — y|

Damit koénnen die Grenzprozesse vertauscht werden und die Stetigkeit von T'(t)y
liefert

T(h)x — 1"
M:—/ T(s)yds —y fir h—0,
h h

d.h. z € D(Ar) und y = Apz.
Zu (iv): Dafiir definieren wir die Menge

o {/ ()T (s)zds : 7 € X, 6 € C2((0,00))} C X,

Fiir ein Element y € F und h > 0 klein genug erhélt man

T( (/ (s s—i—hxds—/ &(s) xds)

/ (6(s — h) — B(s)]T(s)a ds
[ b,

und damit fiir h — 40 sehen wir y € D (A7) sowie

Ary = — /¢ s)luds € E, EC (] D(A}).

n>1

Wir zeigen nun, dass E dicht in X liegt. Sei dazu z* 1L E, d.h.

0=( /9?5 deXX-/ ¢(s){@*, T(s)x)x+x ds,

10
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fir alle z € X, ¢ € C3°((0,00)). Da C((0,00)) dicht in Ly((0,00)) liegt, folgt
(", T(s)x)x+x =0, Vsel0,1], VreX

und mit 7°(0) = I schliesslich (z*, z)x~ x = 0 fiir alle x € X, d.h. aber z* = 0.
Zu (iv): Angenommen es gibt zwei Cyo-Halbgruppen 7'(t), S(t) mit Erzeuger Ay. Fiir
r € D(Ar) und t > s > 0 gilt nun

diST(t —8)S(s)x =T(t—s5)S"(s)x —T'(t — s)S(s)x
=T(t—s)ArS(s)xr — ArT(t — s)S(s)x =0

wegen (i) und (i), d.h. T(t — s)S(s)z ist konstant fiir s € [0,¢]. Die Spuren s = 0
und s = ¢ liefern

T(t—5)S(8)x)s=0 = T(t)x =T(t — 5)S(8)T|s=e = S(t)x, Vt>0, VeeD(Ar).

Da D (Ar) dicht in X liegt, erhalten wir 7'(t) = S(t) fur ¢t > 0. O

2.3. Korrektheit und Erzeuger

In diesem Abschnitt wird der Aquivalenz zwischen korrekten Cauchy-Problemen und
Erzeugung von Cy-Halbgruppen nachgegangen.

Theorem 2.3.1. Es sei X ein Banachraum und A : D (A) C X — X ein linearer,
dicht definierter Operator. Dann gelten

(i) Ist das Cauchy-Problem (2.2) fiir A korrekt gestellt, dann ist A abschliess-

bar und sein Abschluss A ist der nmegative FErzeuger einer eindeutigen Cp-
Halbgruppe T'(t) in X.

(i1) Falls T(t) eine Cy-Halbgruppe in X ist, dann ist das Cauchy-Problem (2.2) fiir
den zugehorigen negativen Erzeuger wohlgestellt.

Ist A zusdatzlich abgeschlossen, dann ist das Cauchy-Problem (2.2) fir A wohlgestellt,
genau dann wenn A der negative Erzeuger einer Co-Halbgruppe T'(t) in X ist.

Proof. Zu (i): Das korrekt gestellte Cauchy-Problem (2.2) definiert eine Cy-Halb-
gruppe T'(t) mittels (2.3); sei Ay der Erzeuger von T'(t). Es gilt D(A) C D (A7)
und Az = —Apz fiir v € D(A) (kwrz A C —Ar), denn einerseits ist u(t; x) = T'(t)z
mit x € D (A) Losung von v’ + Au = 0, u(0) = x und andererseits nach Proposition
2.2.2 gilt

Au(t) = —%u(t) = —%T(t)x o —ArT(t)x = —Aqpu(t), t>0

11
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und damit fiir £ = 0: Az = —Arw. Dies zeigt auch, dass —Ar eine abgeschlossene
Fortsetzung von A ist, also A C —Ar (Proposition 2.2.2 (iii) ). Damit ist A not-
wendigerweise abschliessbar. Wir zeigen nun A = — Ap. Dafiir benttigen wir die

Identitdt (Integration der Gleichung (2.2))
t
Tt —x= —/ AT (s)x ds
0

_ /0 AT(s)ads — A /O T(s)xds, VreD(A).

ACA

Da D (A) dicht in X liegt, ist diese Identitét auch richtig fiir alle z € X. Dies halten
wir fest

¢ ¢
Tt —x= —/ AT (s)x ds = —Z/ T(s)xds, VzelX. (2.5)
0 0
Sei nun x € D (Ar), dann liegt
1 [h
xp = ——/ T(s)xdx, h >0,
h Jo

in D(A) (wegen (2.5)) und es gilt z,, — z fiir h — 40 (T'(s)x ist stetig!). Andererseits
gilt fiir v € D (Ap)

h —_—
Axy, = —Zl/ T(s)xdr = _The ==
A I

und die rechte Seite konvergiert gegen —Apx. Somit gilt z € D(A) und Az = —Arx.

Zu (11): Sei T'(t) eine Cyp-Halbgruppe mit Erzeuger Ar und z € D (Ar) beliebig. Dann
16st nach Proposition 2.2.2 (ii) die stetig differenzierbare Funktion u(t;z) = T'(t)z
das Cauchy-Problem (2.2) mit A = —Ay. Die Eindeutigkeit der Losung folgt durch
folgende Betrachtung. Sei v ebenfalls eine Losung mit Anfangswert z; dann gilt

d
d—T(t —s)u(s) =T(t — s)v'(s) — ArT(t — s)v(s)

s

=T(t—s)Arv(s) = T(t —s)Arv(s) =0, t—s5>0,5>0,

und damit ist T'(t — s)v(s) konstant fiir alle ¢ > s > 0. Einsetzen von t = s und
s = 0 ergibt

T(t)r =T(t = 5)v(s)js=0 = T(t = s)v(s)ji=s = T'(0)v(t) = v(t).

Fiir die Korrektheit fehlt noch die stetige Abhéngigkeit der Anfangsdaten, d.h. fiir
(xn)n C D(Ar) mit z,, — 0 folgt u(t;x,) = T(t)z, — 0 in X, gleichméssig auf
kompakten Teilintervallen von R . Nach Proposition 2.2.2 wissen wir |T'(t)| < Me*".
Dies impliziert |u(t; x,)| < Me“!|z,| und fiir kompakte Intervalle I = [to, 1] C R,

max |u(t; x,)| < Me*°|x,| — 0, wy = max{wty,wt;}.
tel n—00
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2.3 Korrektheit und Erzeuger

Einige Bezeichnungen:

S(X, M,w) ={T : T ist Cy-Halbgruppe in X mit |T'(t)| < Me*'}
G(X,M,w)={A: Aerzeugt T e S(X M, w)}

S(X,w) = | S(X, M,w), = |JS(x,w),
M>1 weR

G(X,w) = 9(X, M,w), = Jox w).
M>1 weR

Beispiel 2.3.1. A € B(X). Definiere

Man rechne nach, dass T'(t + s) = T'(t)T(s) und sogar
T(t)—1] -0 t—0.

Damit ist 7'(¢) sogar B(X)-stetig in ¢ = 0 und auch fiir jedes t € R. Schliesslich gilt

lim ——— T(h = lim Z hITTAT = € B(X).

h—0 h—0

Beispiel 2.3.2. Sei X = Cy(R4) und T" definiert durch

(T(t)p)(s) = ¢t +5), &€ Cy(Ry), s20.

Dann ist T" eine Cy-Halbgruppe. Wie lautet der Erzeuger?
Beispiel 2.3.3. Sei X = BUC(R)?, a,b > 0 und

@We)s) = 3 D g(s —mb)

Zeigen Sie, dass T eine Cy-Halbgruppe ist und bestimmen Sie deren Erzeuger.
Beispiel 2.3.4. Sei aw € C, > 0 und T'(t) eine Cy-Halbgruppe mit Erzeuger Ar.
e Zeigen Sie, dass S(t) = e~ *T(t) eine Co-Halbgruppe ist mit Erzeuger Ar —al.
e Zeigen Sie, dass S(t) = T(ft) eine Cyp-Halbgruppe ist mit Erzeuger SA7.

SBUC(R) = {v € C(R) : wv ist beschriinkt und gleichm. stetig auf R} wird mit der Norm
sup,cp |v(t)| zum Banachraum.

13



2 Das abstrakte Cauchy Problem

2.4. Variation der Konstanten

Wir wenden uns nun dem Cauchy-Problem (2.1) zu. Dazu sei A € G(X) mit Banach-
raum X. Damit ist das Cauchy-Problem (2.2) korrekt gestellt. Wir leiten nun eine
Darstellungsformel fiir Losungen von (2.1) her. Dazu sei T'(t) die von —A erzeugte
Co-Halbgruppe und u(t) eine Losung von (2.1). Dann erhélt man

i[T(t —s)u(s)] =T(t — s)u'(s) + T(t — s)Au(s)

ds
=Tt —s)[u(s)+ Au(s)] =T(t —s)f(s), t>s>0.

Integration bzgl. s € [0, t] dieser Identitét liefert

T(t = s)u(s)lo = u(t) = T(H)u(0) = u(t) - T(t)x = /0 T(t—s)f(s)ds,
also
u(t) =T(t)r + /0 T(t—s)f(s)ds. (2.6)

Die Formel (2.6) heisst Formel der Variation der Konstanten. Daraus erkennen wir
folgendes

e Losungen von (2.1) sind eindeutig bestimmt;
e Losungen von (2.1) hingen stetig von den Daten z € X und f € C(J; X) ab.
Es besteht jedoch die Frage, wann (2.6) wirklich Losungen von (2.1) liefert.

Theorem 2.4.1. Sei A € G(X), T(t) die von A erzeugte Cy-Halbgruppe, x € X
und f € C(J;X). Dann sind die folgenden Aussagen fir die durch (2.6) definierte
Funktion v dquivalent

(a) w ist Losung von (2.1) in J.

(b) we C(J;D(A)).

(c) ueCHJ; X).

Sind x € D(A) und f = fi+ fo mit f1 € CY(J; X) und fy € C(J;D(A)), dann ist

u Ldsung von (2.1).

Proof. Wir zeigen zuerst die letzte Aussage, d.h. es werden die Fille f € C}(J; X)
und f € C(J;D(A)) betrachtet. Beachten Sie, dass aufgrund der Voraussetzung
A € G(X) der lineare Operator A dicht definiert und abgeschlossen ist. Sei 0.B.d.A.
x = 0, denn wir wissen, dass T'(t)z genau die Losung von (2.2) fiir z € D (A) ist.

14



2.4 Variation der Konstanten

Ist f € C(J;D(A)) und u gegeben durch (2.6), dann ist u € C(J; D (A)) wegen der
Darstellung (2.6) und es gilt

1 1 t+h t
Lt +h) — u(t)] = E[/o T(t+h—s)f(s)ds — /0 T(t — 5)f(s) ds]
=2z [ T =55 ds = [ Tt s)5(s)as
h X o 0 (2.7)
+E/t T(t+h—s)f(s)ds
. t+h
_ %u(t) + %/ T(t+h—s)f(s)ds
fiir t > 0, h > 0. Der Grenziibergang h — +0 zeigt?, dass
d+
i +Au=f, t>0
gilt. Fiir die linkseitige Ableitung benutzt man die Identitét
Hu0) e~ ] = 11 [ T 9505)ds — e — 1)
h hJo (2.8)

T e [ T 9se)ds

—h

fiir t > h > 0. Grenziibergang h — +0 liefert

d

Damit 16st u das Cauchy-Problem (2.1) und u € C'(J; X).
Ist f € C(J; X), dann ist u € C'(J; X) aufgrund der Identitit

%u(t):%/o T(t—s)f(s)ds:f(t)+/0 %T(t—s)f(s)ds

=10+ [ =T = 1) + T = 9)f ()
=T()f(0)+ /OtT(t —s)f'(s)ds.

Da nun u € C'(J; X) gilt, zeigt (2.7) und (2.8), dass u € C(J; D (A)) und Losung
des Cauchy-Problems ist.

Die Aquivalenzen folgen nun einfach aus (2.7). O

4Benutze starke Stetigkeit von T'(t): 1/h ftt+h Tt+h—9)f(s)ds =Tt —t)f = f fir h - 0in

jedem Stetigkeitspunkt von f.
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2 Das abstrakte Cauchy Problem

Als néchstes wollen wir ein neues Losungskonzept einfithren, welches im Zusammen-
hang mit (2.6) steht.

Definition 2.4.1. Sei A: D (A) C X — X ein linearer Operator, x € X und f €
Liioc(Ry; X). Eine Funktion u € C(Ry; X) wird milde Losung von (2.1) genannt,
wenn es Folgen (x,) C D (A), (fn) C Lioc(Ry; X) und starke Losungen u, von (2.1)
mit Anfangswert x,, und rechter Seite f, gibt, so dass x, — x in X und f, — f in
Litoc(Ry; X)) die Konvergenz u,, — u in C(Ry; X) impliziert.

Klar ist, dass starke Losungen auch milde Losungen sind, jedoch die umgekehrte
Aussage gilt i.a. nicht. Wir nehmen nun an, dass —A € G(X) und u milde Losung
von (2.1) ist. Die Definition 2.4.1 besagt, dass es starke Losungen w,, von (2.1) gibt
mit rechten Seiten (f,) C Lijoe(Ry; X) und Anfangswert (z,) C D(A), so dass
up, — u in X, lokal gleichméssig in Ry und f, — f € Lioe(Ry; X), 2, — x € X.
Die starken Losungen u,, erfiillen auch die Gleichung

un(t) =T(t)x, + /OtT(t —s)fa(s)ds, t>0,

und nach Grenziibergang erfiillt u ebenfalls (2.6) (benutze Proposition 2.2.1/starke
Stetigkeit von T'(t)). Dies zeigt die Eindeutigkeit der milden Losung und die stetige
Abhéngigkeit von den Daten.

Theorem 2.4.2. Sei —A € G(X) Erzeuger der Cy-Halbgruppe T'(t), x € X und
f € Lijoe(Ry; X). Dann ist u, definiert durch (2.6), die eindeutige milde Lisung
von (2.1). Die Abbildung (x, f) — u ist stetig und es gilt die Abschditzung

[u()] < sup |T(?)] (2l + I flluoax) , 0<t<a, (2.9)
fir jedes a > 0. Fir f € C(Ry; X) gilt die Abschditzung
o)) < max{ swp [7(6), [ ()] ds} (il + W loqoai) . 0S¢ <a (210)
<t<a 0

Liegt f sogar in W] ;,.(Ry; X) 4 [Lijec(Ri; D (A))NC(R4; X)] und x € D(A), dann

1,loc
ist u starke Lésung von (2.1).

Proof. Die obigen Abschétzungen sind einfach zu erhalten. Das u, gegeben durch
(2.6), milde Losung ist, sieht man wie folgt. Als erstes wahlen wir (z,) C D (A) mit
r, > €X (D(A) =X!)und f, € C'(Ry;D(A)) mit f, = f in Ly e(Ry; X)°.

Die Funktionen wu,, definiert durch

wn(t) = T(t)2 + /0 Tt s)fu(s)ds, £ 0,

5Konstruktion: wihle Stufenfunktionen f,, mit Werten in D (A), dann gilt schon einmal fn €
Liioc(Ry;D(A)) und f, — f in Ly joc(Ry; X). Mit Mollifiers erhélt man f, = ¢ * f,, €
CY(Ry4;D(A)) und wieder die Konvergenz f, — f in L joc (R4 X).
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2.4 Variation der Konstanten

konvergieren gegen u, definiert durch (2.6), in X und gleichméssig auf kompakten
Intervallen, da

) = alt)] = (700 — ] + [ T fule = 5) = 2 - s)]as|
< sup |T<s>|(|xn—a:|+/0 |fn<s>—f<s>|ds), 0<i<a

0<s<a

fiir jedes a > 0. Da x,, € D (A) und f,, € CY(R,;D (A)), wissen wir, dass die Funk-
tionen wu, in C'(Ry; X) N C(Ry;D(A)), n > 1, liegen. Daraus folgt mit Theorem
2.4.1, dass u,, n > 1, starke Losungen von (2.1) sind und u definiert durch (2.6) die
eindeutige milde Losung von (2.1).

Sei nun f € Wi, .(Ry; X)% und x € D (A). Die Linearitiit zeigt, dass x = 0 ange-
nommen werden kann, da 7'(t)x starke Losung von (2.2) ist. Die Indentitét (siche
Beweis von Theorem 2.4.1)

u'(t) =T () f(0) + /0 T(t—s)f'(s)ds

gilt auch fiir f € Wi, .(Ry;X) und somit u € C'(Ry; X). Das Theorem 2.4.1
liefert sofort u € C(J;D(A)) bzw. u ist starke Losung von (2.1). Sei nun f €
Lioc(Ry; D (A))NC(R4; X), dann liefert (2.6), dass u € C(R4; D (A)) und Theorem
2.4.1 gibt u € CY(R,; X) bzw. u ist starke Losung von (2.1). O

6Es gilt die Einbettung Wi (J; X) < C(J; X), da fiir g € Wi(J; X): g(t) = g(s) + fst g'(7) dr fiir
fa.t>s>0.
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KAPITEL 3

ERZEUGER VON Cy-HALBGRUPPEN

Wir gehen nun der zentralen Frage nach, ob ein gegebener Operator A eine Cy-
Halbgruppe erzeugt. Eine Charakterisierung solcher Operatoren ist wiinschenswert.

3.1. Resolvente und Spektrum

Zur Erinnernung: Sei B : D(B) C X — X ein linearer abgeschlossener Operator
und damit auch A\l — B fiir jedes A € C. Ist A\ — B invertierbar und R()\) :=
R(A\, B) := (M — B)™! € B(X), dann gehort A € C zur Resolventenmenge p(B) von
B, d.h. wir setzen

p(B):={Ae€C: A\ — B:D(B) C X — X ist bijektiv und R()\) € B(X) },
o(B) := C\p(B) Spektrum von B.
Es gilt sogar R(A) : X — D(B), p(B) ist eine offene Teilmenge von C und R(A) ist
(stiickweise) holomorph fiir A € p(B). ,Stiickweise“ beriicksichtigt, dass p(B) nicht
zusammenhédngend sein muss. Jede Zusammenhangskomponente von p(B) ist der
natiirliche Def.-Bereich fiir R(-) und R(-) kann nicht analytisch {iber den Rand von
p(B) fortgesetzt werden. Weiterhin gelten folgende Identititen fiir A, u € p(B)
BR(\,B)x = R(\, B)Bzx, Vx € D(B),
wobei letztere Identiét zeigt, dass Resolventen kommutieren. Es seien noch zwei

Implikationen erwihnt, namlich (i) ist p(B) # @&, dann ist B abgeschlossen, und
(11) ist B abgeschlossen und A — B bijektiv, dann ist A\ € p(B).

Das Spektrum wird oft weiter zerlegt. Wie anfangs vorausgesetzt sei B : D (B) C
X — X ein linearer abgeschlossener Operator. Beachte, dass A € o(B) bedeutet,
dass entweder \I — B nicht invertierbar ist oder invertierbar, aber das Bild von
Al — B nur eine Teilmenge von X ist.

o,(B) ={A € C: A\ — B ist nicht injektiv} (Eigenwerte von B),
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3 Erzeuger von Cy-Halbgruppen

0.(B) = {\ € C: M\ — B ist injektiv, R(A\ — B) = X, aber R(\ — B) # X},
0.(B) = {\ € C: X\ — B ist injektiv, aber R(A\[ — B) # X},
Oapp(B) = {\ € C: AI — B ist nicht nach unten beschrénkt }
= {\ € C: AI — B nicht injektiv oder R (A — B) ist nicht abgeschlossen}
={\eC:3(z,) C D(B),|x,] =1: nh_}rgo A, — Bz, =0in X} D 0,(B),
Oess(B) = {\ € C: A — B ist kein Fredholm-Operator},

und
Odiser(B) = 0(B)\Oess(B) C 0,(B)
={A€0,(B):dimN(A] — B) <ocound Je > 0:
pwea(B),IN—pl<e = p=2A}
Mit den obigen Beziehungen gilt
0(B) = 0,(B) U0 (B)U0.(B) = 0css(B) U 0giser(B).

3.2. Sektorielle Operatoren

Im folgenden werden sektorielle Operatoren eine wichtige Rolle spielen.

Definition 3.2.1 (Sektorielle Operatoren). Sei X ein komplexer Banachraum und
A:D(A) C X — X ein abgeschlossener Operator. A wird sektorieller Operator
genannt, falls

(51) D(A) = X, N(A) = {0}, R(A) = X, (=00,0) C p(A);
(S2) [t(tI + A)~Y| < M fiir alle t > 0 und ein gewisses M < oo.
Die Menge der sektoriellen Operatoren wird mit S (X) bezeichnet. Falls nur die

Bedingung (S2) gilt, dann heiffit A pseudo-sektoriell. Bez. PS (X).

Sei A ein pseudo-sektorieller Operator, also A € PS (X). Dann ist die Operator-
Familie {A(t+ A) ™' }i=0 C B(X) gleichmiissig beschrinkt, da A(t+ A)™' = I —¢(t+
A)~ und somit |[A(t + A)7Y <14 M fiir alle t > 0. Fiir z € D (A) gilt
tt+A) e —r=—-At+A) e =—(t+A)TAr =, 0,
da |(t4 A) "' Az| < 2| Az|. Der Satz von Banach-Steinhaus ' liefert nun lim,_, t(¢t+
A)lz =z fiir alle z € D (A), insbesondere fiir D (A) = X gilt
tlim tt+ A e =2 VrecX. (3.1)
—00

1Seien X und Y Banachrdume und (T},)n,en C B(X,Y). (Ty)nen konvergiert punktweise gegen
einen stetigen linearen Operator genau dann, wenn die beiden Bedingungen erfiillt sind: (i)
IT.|| < M fiir alle n € N, (ii) 3Xg € X ein linearer Unterraum mit X, = X, so dass T,z
konvergiert in Y fiir alle x € X.
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3.2 Sektorielle Operatoren

Fir y = Az € R (A) haben wir
A+ Ay —y=—tt+A) ly=—tAt+A) s =0 t—0.

Anwendung des Satzes von Banach-Steinhaus liefert lim, o A(t + A) "'y = y fiir alle
y € R (A), insbesondere fiir R (A) = X gilt

limA(t+A) 'z =2, VreX. (3.2)

t—0

Andererseits gilt fiir € N (A) die Identitét

tt+ A e =0 -At+ A v=2 - (t+A)TAr =12
und dies zeigt, dass N (A) N R (A) = {0}, da fiir Az =0 mit z € R(A) und ¢t >0
gilt

tt+A e=0 o z-At+A)z=2 & At+A)'z=0

und der Grenziibergang ¢t — 0 mit z € R (A) zeigt x = 0.
Sei im folgenden X ein reflexiver Banachraum, z € X, und A € PS (X). Als erstes

zeigen wir D (A) = X, da dann (3.1) folgt. Dazu sei (¢,), C (0,00) eine beliebige
Folge mit ¢, — oo. Da die Folge {t,(t, + A)~'z}, beschrinkt in X ist, gibt es eine
Teilfolge (t,, )k, diese hingt i.a. von x ab, so dass t,(t, + A) "'z — y € X, wobei wir
die Teilfolge wieder mit ¢, bezeichnet wurde. Da (¢t + A)~! ein stetiger Operator in

X ist, gilt?
ty(ty + A) Mt +A) e —~ (t+ Ay, VE>0.
Die Resolventenidentitat liefert

bty + ANt +A) e =t (t, — )+ A = (b, + A) M

1 -1 -1 -1.1) _« -1
=T, (t+ A e =t Lt + A)7'2]) = (t+ A) 7'

und die Eindeutigkeit der Grenzwerte zeigt (t + A) 'z = (¢t + A)~'y und dies wie-
derum z =y, d.h.

tt+A) e ~ 2 fir t— oo.

Daraus kénnen wir schlussfolgern, dass D (A) schwach dicht in X ist (d.h. fiir alle
r € X gibt es (z,), C D(A) mit z, — z), denn fir z € X wihle x,, = t,(¢t, +

2Sei X ein reflexiver Banachraum und A € B(X). Dannist A* € B(X*) mit |[A*| = |A]und z,, — =
impliziert Az,, — Azx. Betrachte dazu einfach (z*, Az, — Az)x~ x = (A*z*, z, — ) x~ x.
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3 Erzeuger von Cy-Halbgruppen

A)~'z € D(A). Damit ist D (A) auch stark dicht’ und mit der Argumentation auf
Seite 20 zur Formel (3.1) erhalten wir ebenso wieder

tt+ A) T Ve e X.
—00

Fiir t = 0 gehen wir dhnlich vor, wobei wir X = N (A) & R (A) zeigen werden. Fiir
r € X beliebig aber fest und ¢, — 0 ist die Folge A(t, + A)~'z beschrinkt und
damit A(t, + A)~tz — y fiir ein gewisses y € X. Da t(t + A)~! € B(X) gilt, wissen
wir ebenfalls

Alt, + At +A) e —tt+ Ay e X.

Die Resolventenidentitét

Aty + A7t + A) e =

mit Grenziibergang t, — 0
Alt, + At +A) e~y — At + A) o
liefert die Gleichheit der Grenzwerte
y—A{t+A) e =tt+ Ay

bzw.

y—tt+A) ly=At+A) e =z —t{t+A) "z, Vt>0
~
0=[r—y]—tlt+A) r—y], Vt>D0.

Daraus erkennt man, dass z—y € D (A) aufgrund von A[z—y] = tA(t+A) Hx—y] €
X fiir t > 0, und sogar r —y € N (A) wegen

O=[z—y —tt+A) o -y =Alt+A) [z -y = (t+A) " Alx —y].
Nutzen wir diese Eigenschaft bzw. A(t + A)'a = A(t + A) "'y, so erhilt man
Alt, + A)7ly = Alt, + A7z — y
und damit auch

t(tn + Ay =y — A(t, + A) "ty — 0.

3 Angenommen nicht, dann 3z* € X*, z* # 0, mit (z*,2) = 0 fiir alle z € D (A), insbesondere
(z*,2,) = 0 fiir alle n € N mit z,, = t,,(t, + A)"'a € D (A). Wir wissen jedoch 0 = (z*,x,,) —
(x*,z) fir alle x € X, ein Widerspruch.
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3.2 Sektorielle Operatoren

Mit diesen Teilergebnissen folgern wir, dass N (A) + R (A) schwach dicht in X ist,
denn die Identitét

r=[x—yl+ e+ A, + Ay =z —y] +tu(t, +A) Ty + AL, + A) e
fiihrt auf
T — ([m —y| + A(t, + A)flx) = t,(t, + A)*ly — 0.

wobei z—y € N (A) und A(t,+A) 'a € R (A). Schwache Dichtheit impliziert wieder
starke Dichtheit, also X = N (A) + R (A). Da der schwache Grenzwert der Folge
{A(t,+A) 'z}, gleich y ist, und starker und schwacher Grenzwert iibereinstimmen,
gilt: Fiir jedes x € X gibt es ein y € R (A), so dass

Alt,+A) 'z = A(t, + A)"'y =y (siehe Formel oberhalb (3.2))

gilt.! Setzen wir Px :=y € R (A), so gilt

Pa:=Alt+A) 'z = Pr VzreX.
—

Der Operator P ist beschrankt in X, d.h. P € B(X), was durch den Satz von
Banach-Steinhaus gesichert ist. Denn |P;| < 1+ M und die punktweise Konvergenz
P,x — y fur alle € X der Familie von Operatoren {P;}o<;<1 C B(X) liefert den
obigen Grenzwert von P, und es gilt | P| < info<;<1 | P;| < co. Oben haben wir gezeigt
R(P) C R(A) sowie R(I — P) C N (A). Die Identitit P,x = P,y = P,Px liefert
fir ¢ — 0, dass P? = P gilt, d.h P ist eine Projektion auf R (A) entlang N (A).
Somit haben wir gezeigt

X =N (A) &R (A)

und (nur fiir reflexive Banachrdume X) R (A) ist dicht in X, genau dann wenn

N (A) = {0}. Wir fassen zusammen.

Proposition 3.2.1. Sei X ein Banachraum und A € PS (X). Dann gilt N (A) N
R (A) = {0} und
tlim tt+A) 'z =2 VoeD(A),
—00
Vo € .

lim A(t + A) 'z =, R (A)

t—0

Damit ist ein pseudo-sektorieller Operator A sektoriell, genau dann wenn D (A) und

R (A) dicht in X sind.

4Beriicksichige hierbei, dass obige Rechnung zuerst fiir z € N (A) + R (A) durchgefithrt wird,
wobei die Dichtheit N (A) + R (4) = X diesen Schritt dann fiir jedes z € X erlaubt, d.h. fiir
r=mz9+yo €N (A)+R(A) gilt A(t+ A)~lz — yo € R(A) fiir t — 0. Fiir allgemeines z € X
ist dieser Grenzwert dann in R (A) und die Gleichheit von schwachem und starkem Grenzwert
zeigt, dass dieser y sein muss.
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Ist X zusdtzlich reflexiv, dann

limt(t + A) ' =2, Vz€X,

t—r00

limA(t + A)'x = Pz, Vz € X,

t—0
wobei P : X — R (A) die Projektion auf R (A) entlang N (A) und X = N (A) ®
R (A). Somit gilt fiir reflexive Banachriume X : ist A € PS(X) mit N (A) = {0},
dann gilt schon A € S (A).

Fiir allgemeine Banachrdume X und sektorielle Operatoren gilt

DAYNR(A") =X, VneN.

Wir fithren nun den Sektor in der komplexen Ebene ein. Die Menge >y C C bezeich-
net den offenen symmetrisch Sektor bzgl. der positiven Halbachse R} mit Scheitel-
punkt 0 und Offungswinkel 26, d.h. wir setzen

Yo :={z € C\{0} : |arg(z)| < 0}.
Fir A € PS (X) gilt in der Tat p(—A) D ¥y mit einem 6 > 0 und
sup{|A(A + A)7! : |arg(\)| < 0} < oo.

Dies folgt durch die Taylorentwicklung mit 4 (t+A)~! = (=1)"n!(t+A)~"F) ¢ > 0,

[e.e]

A+ A) = ()" (A=) (t+ A) 7.
n=0
Die Ungleichung/Abschétzung aus (S2) liefert

_ = MY M MA—t\"
A+ A7 < A—t'—=— _
O+ A S = 3 ()

Die Reihe konvergiert, falls |\/t — 1| < 1/M gilt. Setzt man A = ¢’ und minimiert
man |A/t — 1|, so erhdlt man ¢t = r/cos(¢) und damit die Bedingung |\/t — 1| =
|sin(¢)| < 1/M. Definiere nun den Spektralwinkel ¢4 von A € PS (X) geméiB

64 =inf{6: p(—A) D Teg, sup XA+ A) | < oo},

AEX )

Es gilt ¢4 € [0,7) und ¢4 > sup{|arg(N)| : A € o(A)}.
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3.3 Das Hille-Yosida-Theorem

3.3. Das Hille-Yosida-Theorem

Sei T'(t) eine Cy-Halbgruppe in X. Wir wissen, dass es nach Proposition 2.2.1 Kon-
stanten M > 1 und w € R gibt, so dass

IT(t)] < Me**, Vit >0.
Daher definiert man die Wachstumsabzisse
wo(A) =inf{w € R: IM, > 1, so dass |T(t)] < M e*", Vt > 0},

wobei A € G(X) der Erzeuger der Cy-Halbgruppe T ist. Es gelten folgende Relatio-
nen

o wy(A) =infmgt  log(|T(t)]) = limy oo t~ log(|T(2)]).
o Ist wo(A) > —oo0, so gilt [T(t)| > 0 fiir ¢ > 0.
o spr(T(t)) = ewo),

Aufgrund der obigen Abschitzung existiert nun das Integral
Ryx := /OO e MT(t)wdr, NRed >w (3.3)
0
absolut, (3.3) definiert eine Familie beschrinkter Operatoren Ry, und es gilt
|Ry| < M/OO e ATt g — M(DReX — w) ™
0
Fiir x € D (A) gilt

Ry\Ax = / e MAT (t)x dt = —/ e‘AtiT(t)m dt
0 0 dt

= e MNT()z|° — ARyx = 2 — ARy,

und fir x € X

T(h)—1 1 [~ 1 [
LR,\JU = —/ e MT(t + h)z dt — —/ e MT(t)z dt
h h ), h ),
[ Y B P 1
- h/h e T(t)xdt — hR,\x

1 I
= —(eM —1)Ryx — e’\h—/ e MT(t)x dt
h h

— AR\ —T(0)z, h — +0.

Damit ist Ryx € D (A) fiir alle x € X und —ARyz = AR)x — z. Daraus konnen wir
ablesen
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3 Erzeuger von Cy-Halbgruppen

o )€ p(—A),
o Ry= A+ A", Rel > w.
Proposition 3.3.1. Sei T' € S(X, M,w) mit Erzeuger —A. Dann gilt
(a) p(—A) D C, :={z € C:Rez > w};
(b) die Resolvente von —A ist durch

(A+A)" = / ML) dt (3.4)
0
gegeben und geniigt der Abschdtzung

M
A+ A< ———— Red > w.
Re\ — w

Leider sind die Bedingungen nicht hinreichend. Dafiir gibt es ein Gegenbeispiel.

Um eine hinreichende Bedingung fiir —A € G(X) zu bekommen, betrachten wir die
Resolvente. Fiir T € S(X, M, w) gilt

Daraus ergibt sich die Abschéatzung
1 [~ o0 ¢
Oy < o [T < v [ Doy
n! Jo o n!

[
— M(=1)" —ReAt+wt dt
U ey /0 ¢

= M(—l)”%(%d —w)™?

= M(Red —w)" D Red >w, neN,.
Diese Abschétzung fithrt zu den richtigen Bedingungen.

Theorem 3.3.1. Sei A : D(A) C X — X ein abgeschlossener, linearer, dicht
definierter Operator im Banachraum X . Dann sind dquivalent

(i) —AeG(X, M w).
(ii) p(—A) D (w,00) und es gilt die Abschitzung

A+ A) ™ < MA—w)™, VYA>w, VYneN. (3.5)
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3.3 Das Hille-Yosida-Theorem

Proof. Die Beweisrichtung (i) = (ii) wurde oben schon bewiesen.
(i1) = (i): zuerst definieren wir die Yosida-Approximationen fiir A gemé8

Ay = AN+ A =M =AM+ A)7 A > w.

Nach Voraussetzung sind diese Operatoren beschrinkt, sie kommutieren, d.h. es gilt
A\A, = A A, fur A\, > w, und sie konvergieren auf D (A) gegegen A, also

Ayx — Ax Yz e D(A).
A—00
Dies folgt aus Proposition 3.2.1, wo gezeigt wurde, dass A(A + A)"'z — =z fiir
A — oo und z € D(A) gilt. Wir betrachten nun die von {—A,}\s, erzeugten
Co-Halbgruppen,

o

Tt =3 (- A"

Il
o

n

(a) Abschitzung von T)(t). Im ersten Schritt rechnen wir nach, in welcher Weise
T\(t) beschriankt ist. Genauer, wir sind an der Abhéngigkeit von A interessiert. Es
gilt

o0

_ Z 1.5, .
und damit
[e's) 1 ) B )
ITA(t)] < e E_O HA%M(A — W) = Me MMM = prextit

= MeTon! < Me*t Vt>0, \>2w.
(b) Abschitzung von T)(t)z — T),(t)x. Betrachte dazu

%T)\(t — )T, (s) = Th(t — s)(Ax — A)Tu(s).

Integration iiber [0, ¢] fithrt auf

t
n@—ﬂwz/ﬂwwmhﬂmn@w
0
und damit auf die Abschéatzung

t
T\ (t)x — T,(t)x| < / MU= Me25|(Ay — Ay)z| ds
0
< M?e*'t|(Ay — AL)z|, Vz € D(A).

27



3 Erzeuger von Cy-Halbgruppen

Als Schlussfolgerung dieser Abschitzung bekommt man, dass {T)\(t)x}rs2, eine
Cauchy-Folge in C([0,a]; X) fiir jedes a > 0 ist und damit die gleichméfBiige Kon-
vergenz T)(t)x — u(t;x) gegen eine stetige Funktion u € C(Ry; X). Der Satz von
Banach-Steinhaus® liefert nun die Existenz eines beschrinkten Operators T'(t) €
B(X), so dass T'(-)z € C(Ry; X) und

T(t)x = lim T)(t)z, Vre X,

A—00

wobei die Konvergenz in C([0,a]; X) fiir alle @ > 0 zu verstehen ist. Aus den Un-
gleichungen

IT(t + s) — T()T(s)z| < |T(t + s)x — Ta(t + s)z| + |T()[T(s) — Ta(s)]z]
+ [ Ta(s)[T'(s) = T(s)]z|
T(h)a — | < |T(h)a — Ta(h)a] + [Ta(h)x — ]

erkennt man sofort, dass T' ebenfalls eine Cy-Halbgruppe ist und wegen

IT(t)] < liminf |T3(H)] < M lim e = Me*t, Vit >0,
— 00 — 00

folgt T € S(X, M, w).

(c) Ar = —A. Als letztes zeigen wir, dass der Erzeuger A der Cy-Halbgruppe T'(t)
mit — A iibereinstimmt. Dazu schauen wir uns die folgende Identitéat an
T\(t)—1 1

t
= —;/ Ta(s)Ayzds, YxeD(A).
0

Der Grenziibergang A — oo ergibt
t
— = —;/ T(s)Axds, YxeD(A).
0

Berticksichtige dabei, dass Ayx — Az fir z € D (A) gilt und die Konvergenz T\ — T
stark und gleichméBig ist, d.h. T\(t)z — T'(t)z in C([0,al; X) fiir alle x € X. Der
Grenziibergang t — +0 auf der rechten Seite existiert und fithrt auf —Az, was
die Existenz des Grenzwertes auf der linken Seite impliziert, d.h. + € D(Ar) und
Arx = —Ax fiir alle x € D (A), also Ar D —A. Die Abgeschlossenheit von A liefert
die Identitét

Tt)—1I I
Lx:—Ag/T(s)xds, t>0, VrelX.
0

Sei nun € D (Ar). Dann existiert der Grenzwert ¢ — +0 fiir die linke Seite und
damit auch fiir die rechte Seite, die fiir t — +0 den Wert —Ax ergibt, d.h. Az =
— Az fiir alle x € D (Ar). Wir haben also gezeigt —A = Ar € G(X, M, w). O

SWir haben gezeigt: (1) {Tx(t)}a>20 C B(X) ist gleichmiissig beschriinkt. (2) Auf einer dichten
Teilmenge von X, ndmlich D (A), ist die Folge {T)\(t)x}r>2, konvergent in C([0, a]; X) fiir alle
a > 0.
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3.3 Das Hille-Yosida-Theorem

Obwohl der Satz die Generatoren von Cy-Halbgruppen vollstéandig charakterisiert,
ist dieser nicht so einfach anzuwenden, da alle Potenzen der Resolvente abgeschétzt
werden miissen, d.h. vor allem mit einer allgemeinen Konstante M > 1 (siche (3.5)).
Einen Ausweg bietet der Fall M = 1.

Korollar 3.3.1. Sei A : D(A) C X — X ein abgeschlossener, linearer, dicht
definierter Operator im Banachraum X . Dann sind dquivalent

(i) —A e G(X,1,w).
(ii) p(—A) D (w,00) und es gilt die Abschitzung

A+ A)7 <

VA . 3.6
A—w’ - (3.6)

Um dieses Korollar auch fiir die allgemeine Situation, d.h. M > 1, anwenden zu

konnen, ist der folgende Trick von W. Feller niitzlich.

Lemma 3.3.1. Ist T € S(X, M,w), so existiert eine dquivalente Norm || - || auf X,
so dass T € S(X, 1, w) gilt.

Die umgekehrte Richtung gilt trivialerweise.’

Proof. Wir definieren die neue Norm ||z||x := sup,s¢ [T'(t)e"“*z|. Dann gilt
2 <[]l < Mlz], Vo e X,
also ist || - || eine zu | - | d&quivalente Norm. Weiterhin gilt

|T(t)z| = sup |T(s)e T (t)z| = et sup |T(t + s)e (+)g|
s>0 $>0

= e“'sup [T(1)e “Tz| = “'||z]|,
T>t

dh. T e S(X”.”, 1,w). ]

Dieser Trick erlaubt eine neue Formulierung des Satzes 3.3.1.

Korollar 3.3.2. Sei A : D(A) C X — X ein abgeschlossener, linearer, dicht
definierter Operator im Banachraum X. Dann sind dquivalent

(1) —A € G(X,w).
(ii) p(—A) D (w,00) und es gilt bzgl. einer dquivalenten Norm ||-|| die Abschitzung

1
IO+ <= WA>w (3.7)

6Sei T € S(X)|.|, 1,w) mit normierten Banachraum (X, || - [|). Man wéhle nun einfach |- | = M|| - ||
als neue Norm. Dann gilt 7' € S(X,|, M, w).
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3 Erzeuger von Cy-Halbgruppen

3.4. Exponentialformeln

In der Literatur findet man oft die Schreibweise e~ 4! fiir die von —A € G erzeugte
Halbgruppe T'(t), also

Der Beweis zu Theorem 3.3.1 zeigt auch, in welchem Sinne diese Gleichung zu ver-
stehen ist. Die Konvergenz T)(t) — T'(t) aus dem Beweis von Satz 3.3.1 zeigt

1 At 2n
T(t)x = )\lggoe ng . >\ A+A)™" t>0, z€X (3.8)
bzw.
T(t)z = lim A"(I + A) t>0, ze€lX. (3.9)
k—o0 n—O k

Weitere Formeln sind

T(t)xr = lim (I + A) t>0, zeX (3.10)

n—o0

und nur giiltig fiir beschrankte Operatoren A

oo tn
Z; —(=A)"s = lim (I - —A) (3.11)
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KAPITEL 4

DISSIPATIVE OPERATOREN

Ziel dieses Abschnitts ist der Satz von Lumer-Philips. Die zentrale Eigenschaft ist
die w-Dissipativitdt und wir werden sehen, dass A € G(X,1,w) diese Eigenschaft
besitzt. Dazu benotigen wir

4.1. Die Dualitatsabbildung und Semi-Innenprodukte

Sei X ein Banachraum und X* sein Dualraum, d.h. X* = B(X, R), mit natiirlicher
Paarung x*(z) = (a*,2)x»x = (¢, 2) fur x € X, 2* € X*. Der Satz von Hahn-
Banach liefert zu jedem z € X ein yf € X* mit |yf| = 1 und (y%, z) = |z|. Definiert
man nun x* := y*|z|, so gilt (z*,x) = |z|? = |2*|>. Man definiert daher

Definition 4.1.1. Die Abbildung F : X — 2% definiert durch
F(z)={z" € X" (2" 2) = |2]* = [2"[*}

heisst Dualititsabbildung in X.

Es folgen ein paar Eigenschaften

Proposition 4.1.1. Sei F die Dualitdatsabbildung im Banachraum X (tiber C).
Dann gilt

(i) Fir alle x € X ist F (z) w*-(Folgen)abgeschlossen und konvez;
(i) F (A\x) = AF (x) fir alle A € R, x € X;
(11i) F (-) ist stetig von X mit der Normtopologie nach X* mit der w*-Topologie.

(iv) Ist X* strikt konvex!, dann ist F einwertig.”

'Der Banachraum X heifit strikt konvex, falls fiir alle z,y € X mit 2 # y und |z| = |y| = 1:
(@ +y)/2] < 1.

2Ist F einwertig, so nennt man X glatt. Weiterhin gilt: Ist X* glatt, dann ist X strikt konvex.
Fiir reflexive Banachriaume X gilt: X* ist genau dann strikt konvex, wenn X glatt ist.
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4 Dissipative Operatoren

(v) X ist genau dann ein Hilbertraum, wenn F einwertig und konjugiert linear ist.

Proof. (i) Konvexitit: seien z*,y* € F(zx) und A € (0,1). Dann gilt fiir z* =
Az 4 (1= N)y*

(25 2)xe x = Nz + (1 = Nz = |2,
sowie
z]? = (2, 2)x-x < |2||z] = |z <27

Andererseits gilt [z*] < Mz*| + (1 — N)|y*| = |z|, d.h. aber |z| = |z*|.
w*-Abgeschlossenheit: Sei (z}), C F (z) eine gegen x* € X* w*-konvergente Folge
(Netz); dann gilt |z|* = (2}, 2) x+ x — (2%, 2)x+ x, also (z*, 2)x+ x = |x|* und damit
auch |z*| > |z|. Andererseits gilt auch

(@, y)x= x| < Kz, ) x- x| <], VyeX, |y <1

und mit der Normdefinition von |z*| folgt die Relation |z*| < liminf|z}|. Da nun
x; € F(x) gilt, haben wir ebenfalls |z¥| = |z| und daraus folgt nun |z| < |z*| < |z|.
(11) Fiir A = 0 klar. Fiir A # 0 und z* € F (A - z) gilt

@7 = Na? =Mo", 2)x-x & 27/AP = ol = (/A 2)xe x

Folglich gilt z*/\ € F (x) bzw. z* € AF (z).

(#i) Kommt noch.

(iv) Angenommen x* # y* und z*, y* € F (x). X* strikt konvex gibt |(z* +y*)/2| <
|z|. Da F (z) konvex ist, wissen wir z* = (z* + y*)/2 € F (z), d.h. insbesondere
|2*| = |z| — ein Widerspruch zur Annahme.

(v) Sei X ein Hilbertraum. Dann ist X strikt konvex (sogar gleichméfig konvex).
Dies sieht man mit Hilfe der Parallelogrammgleichung. Der Riesz’sche Darstellungs-
satz, d.h. die Riesz-Abbildung R : X* — X, z* — R(z*) = xz,, (z*,z) = (z|z.)
und |x,| = |2*|, ist bijektiv, isometrisch und konjugiert linear, liefert F (z +y) =
F(z) + F (y) und F (\z) = \F (v).

Sei nun umgekehrt F : X — X* konjugiert linear. Wir rechnen einfach die Paral-
lelogrammgleichung nach, d.h. sei z,y € X beliebig und z* = F (x), y* = F (y).
Dann liefert die Linearitét, dass z* + y* = (z £ y)* = F (x £ y) und damit

2ty +lz—yP =@ +y e +y) + (@ -y —y)
2((x" ) + (¥, 9)) + (=", 9) + (¥", ) — (2", y) + (¥, 7))
2(]x)? + [y]*).
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Beispiel 4.1.1. Sei X = L,(€;C) mit 1 < p < oo. Die Dualitdtsklammern sind
gegeben durch

U Pxex = / f@)f (@) de, feX, feX'=Lpa(C)

mit 1/p 4+ 1/p* = 1. Wihle nun f*(z) = f(z)|f(z)P~2||f||% ?. Dann gilt

(f Hxex = 1 f1I%-

Weitehin gilt p* = p/(p — 1) und damit

(r—1)/p
1"l x- = (/Q [f ()]0 dm) AT = 1A = M f D
Da X strikt konvex ist, folgt die Einwertigkeit von F und damit
F) =TI )
Beispiel 4.1.2. Sei X = C(Q) fiir Q C R"™ kompakt. Nach dem Riesz’schen Dar-

stellungssatz gilt X* = M(€2) — der Raum der signierten Borelmafle, d.h. fiir alle
f* e C(Q2)* gibt es genau ein signiertes Borelmaf} ;1 mit

L f) = / f(@)dp(x) wnd | = |ul,

wobei die Totalvariation |u| definiert ist durch
ul = |f| + | = / Ldp* +/ Ldu™.
Q Q

Hierbei ist p = put — p~ die Jordan-Zerlegung von p, d.h. p*, p~ sind endliche
positive BorelmaSBe fiir die u*(A4) = p(AN Q1) und p(A) = (AN Q™) gilt, wobei
(4, €_) eine beliebige Hahn-Zerlegung von (2 ist. Es gilt nun

F(f) = {p e M(Q) : psgn(f) 2 0, | = | floos supp p < s},
wobei Q; :={x € Q:|f(z)| = |f|s} und
psgn(f) >0 & pa({r € Q: Ffx) > 0}) =0,

Um die die Behauptung zu zeigen sei f € C(2) fixiert. Zerlege weiterhin f nach
dessen Vorzeichen, d.h. f = f* — f~ mit fT(z) = max{f(x),0} und f~(z) =
max{—f(z),0}. Die Jordan-Zerlegung fiir u = p* — p= € F (f) ergibt nun

) = / @) — f (@) et (@) — g ()
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4 Dissipative Operatoren

:/Supp“ﬁ(x) d;ﬁ(:v)Jr/ f (@) du ()

- / (@) du () — / f (@) dyit ()
= Floollie*] + 1)),

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen p € F (f) gilt. Da (f*, f
die letzten beiden Integrale nicht-positiv sind, muss fs app frdy =
0 gelten, d.h. aber sgn(f)u > 0. Damit erhalten wir

/ £ () dut () + / (@) di (@) = | Floo (] + 1157])-

supp p

) < |l floo und
P
fsuppuf dp =

Die Gleichheit ist jedoch nur dann méglich, falls supp ¢ C €2;. Beachte, dass es stets
Dirac-MaBe in F (f) gibt, also

{ﬂ’: |f|ooSgn(f)5:co S Xo € Qf} - *F(f)
Beispiel 4.1.3. X = Ly () mit kompaktem Q C R”. Ubungsaufgabe.

In Banachraumen kann man zum Teil die Innenprodukte der Hilbertraume nachah-
men. Allerdings erhélt man nicht alle Eigenschaften.

Definition 4.1.2. Die Semiinnenprodukte (-,-)+ : X x X — R sind definiert durch

oyt =y
(2,9)+ = lim =———=1y|
und
oyl =y —ta
(l’,y)_ - tl_l)r_f_lo t |y|7

d.h. (-,-)+ sind die rechts- bzw. linksseitige Gateauz-Ableitung der Norm in y in
Richtung x multipliziert mit |y|.

Man sieht sofort, dass im Falle eines Hilbertraumes X = H gilt
(z,y)+ = Re(z|y)n = (z,y)-,
da die Norm dort Frechet-diffbar ist. Genauer,

|z +hlg = |2|lp + ————
2]

+o(|h]), =z heH.

Weiterhin existieren diese Grenzwerte. Denn
(i) Die Abbildung

for(O.00) SRt fultiy) = 5 Iy + i)~ by
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4.1 Die Dualitatsabbildung und Semi-Innenprodukte

ist monoton wachsend und die Abbildung

1
Foi0,00) SRt f () = 1 (lyl v — ta])
monoton fallend; z.B. fiir s <t

ly +sz| — |yl = [$(y +tz) + (L= Dyl = [y| < Fly +to| + (1= )|y — |yl
= 2(|y + tz| — |y|).

(i1) Ausserdem gilt f_(t;2,y) = —fi(t; —2,y) und fy(t; —2,—y) = f(t;2,y) und
fir y* € F (vy)

lylly + tz| — [y|* = ylly + tz| — (v, y) = |y| sup [(z*,y +tz)| — (y*, )

|2+ |<1

> [y y+ta)| — Yy > Rely',y +tz) — (Y, y)

z*=y*/ly|
= tRe(y", ).
Damit erhélt man
f-ta,y) = —fr (6 —2,y) < —Re(y*, —z) = Re(y", 2) < f1(t2,y). (4.1)

Die Monotonie und die Beschrénktheit (4.1) liefern die Existenz der Grenzwerte und

($ay)— S ‘ﬁe(y*,x) S ($7y)+' (42)

Proposition 4.1.2. Seien (-,-)+ wie in Definition 4.1.2 und F die Dualititsabbil-
dung. Dann gilt

(Z) (‘T7y>— = —(—l’,y)+, (l’,y)+ = (_xv_y)-i-f |($,y):|:| < |$Hy’ und

(z,y)- <Re(y",2) < (2,9)+, YY" € F(y);

(it)
(x’ Z)* + (y,z)i < (33 + y>z>i < (337 2)+ + (?/7 2)i3
(z+ay,y)+ = (x,9)+ + alyl’, VaeR,
(Oéﬂf,ﬁy)i :Oéﬁ<x,y)¢, VOZ,BER, OCBSO,

(iv) (-,-)+ sind Lipschitz-stetig bzgl. des ersten Argumentes;
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4 Dissipative Operatoren

(v)

(z,y)+ = max{Re(y", x) : y* € F (y)},
z,y)- = min{Re(y", ) : y* € F(y)};

—~

(vi) Ist X* strikt konvex, so gilt (-,-)_ = (-, -)+. Insbesondere ist dann (-,-)+ linear
bzgl. des ersten Arguments;

(vii) Ist X ein Hilbertraum, so gilt (-,-)— = (-,-)4+ = Re(-|-);

(viii) (-,-)4 ist oberhalbstetig und (-,-)_ unterhalbstetig.”

Proof. Da (z,y)- = —(—x,y); gilt, reicht es meifitens aus die Behauptungen fiir
(v, )4 zu zeigen.

(i) Folgt direkt aus der Definition bzw. obige Rechnung.

(1) Beachtet man die Ungleichung

lz+tx+y)| —|z| 2242tz +y)| — 2|2] - |z + 2tz| — |2 N |z + 2ty| — |2|
t N 2t - 2t 2t ’

so erhédlt man (z +y,2)+ < (z,2); + (y, 2)+, sowie

(@+y,2)- = =(=(z+y),2)s 2 =[(=2,2)4 + (=¥, 2)4] = (,2)- + (y,2) -

Damit bleibt noch (z +y,2) < (z,2); + (9,2)_ und (z,2)_ + (3, 2)1 < (x+y,2)-
zu zeigen, wobei letzteres schon aus der ersten Beziehung unter Benutzung von
(x,y)- = —(—=x,y)4 folgt. Um die erste Beziehung zu zeigen, betrachtet man einfach

2l =z =t +y)l _ |2l =22 =ty — (= + o)

t t
< |z| — |22 — ty| + |z + tz]
- t
D el Gl L7 O e Bl 1
= t/2 t

(117) Einfaches nachrechnen mit der Definition.
(iv) Dies folgt aus (7i), denn
(r+y,2)+ = (1 2)+ < (W 2)+ <Pl (W 2)r = (@+y,2)4 < (—y,2)4 <yll2l.

(v) Wir wollen zeigen, dass Re(y*, x) x+ x = (x,y)4 furein y* € F (y), da dann wegen
(11) die Aussage folgt. Beachte wieder, dass sich (x,y)_ = min{Re(y*, z)x~ x : y* €
F(y)} aus

(z,y)- = —(—2,y)4 = —max{Re(y", —7)x- x 1 y" € F (y)}

3D.h. fiir (7, yn) € X X X mit (Tn,yn) — (z,y) € X x X gilt: limsup(z,,yn)+ < (z,y)+ bzw.
lHminf (2, yn)— > (2,y)—.
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4.1 Die Dualitatsabbildung und Semi-Innenprodukte

= —max{—Re(y", x) x> x 1y € F(y)}
= min{Re(y", ) x- x 1 y* € F(y)}

ergibt.

Nun zum Beweis. Sei y € X fixiert. Zunéchst betrachten wir den Banachraum X
iiber R. Definiere ¢ : X — R durch durch ¢(z) := (z,y);. Dann ist ¢ aufgrund der
Eigenschaften (4i) und (iii) ein sublineares Funktional (reell), also

Oz + x2) < (1) + d(22), @(rz) =rd(r), Ve, ze,xe X, Vr>0
und beschréinkt wegen (i), also
0 <lzllyl, vV2eX = o[ <yl
Fixiere x € X ebenfalls. Definiere als néchtes das Funktional

forMy:={meX m=ar,a e R} C X =R,
azr — folaz) = ag(x).

Dann ist fy ein lineares und beschrinktes Funktional auf dem Unterraum M,. Die
Linearitét folgt direkt aus (%:) und die Beschrinktheit wieder aus (i); es gilt | fo| <
ly|. Der Satz von Hahn-Banach liefert eine Fortsetzung f : X — R von f; mit
flax) = folax) = ap(x), fur alle @ € R, und f(z) < ¢(z) fir alle z € X. Wir
bestimmen nun die Norm von f. Es gilt

f2) < o(2) < Izllyl,  —f(2) = f(=2) < ¢(=2) < [2[lyl, Vz € X,
d.h. aber |f(2)] < |2||yl, also |f] < |y|. Weiterhin haben wir
fly) <o) =lyl> und fly) = —f(~y) > —o(~y) = [yI*,
also f(y) = ¢(y) = [y|* sowie | f| > [y| und damit |f| = |y|. Daher gilt
f@)=(z,y)+ mit [feF(y).

Sei nun X ein Banachraum iiber C. Betrachte wie oben fy : M, — R C C. Dann
gilt fiir die Fortsetzung f: X — C:

fin, = fo, Ref(z) < é(2), VzeX.
Setze nun g : X — R, g(z) := Ref(z) und
h:X —C, h(z):=g(z) —ig(iz).
Dann ist A komplex linear und fiir m = ax € M,, a € R, gilt

Reh(m) = g(m) = Ref(m) = folar) = alz,y)..
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4 Dissipative Operatoren

Weiterhin liefert

Ref(xy) < o(Fiy) = y* 0 = —NRef(Fiy) = Ref(Fiy) <0,

dass Ref(Liy) = g(Liy) = 0 gilt. Damit erhalten wir
hy) =g(y) —ig(iy) = g(y) = ly|* = |r] >yl

da g(y) = Ref(y) < o(y) = yI* und —g(y) = —NRef(y) < é(—y) = |y|>. Betrachte
nun | (2)[?,

[n(2)]” = g(2)* + 9(i2)* = g(g(2)2) + g(g(iz)iz)
= 9(zlg(2) +1g(i2)]) < o(z[g(2) +ig(iz)]) < |zllg(2) +ig(i2)||y]

= [n(2)][2]lyl,

also |h(2)| < |z|ly| bzw. |h| < |y|. Mit den obigen Ergebnissen erhalten wir insgesamt
wieder

h(z) = (z,y)+ mit heF(y).

(vi) Fiir strikt konvexes X* ist die Menge F(z) fiir jedes x € X einwertig, d.h.
F: X — X*. Aufgrund von (v) wissen wir, dass

(z,y)- = min{Re(y", z) : y* € F (y)} = max{Re(y",z) 1 y* € F (y)} = (z,y)+,

also (z,y)- = (z,y)+ = Re(y*, x) mit y* = F (y). Die Linearitat folgt nun aus
yre X"

(vii) Da fiir Hilbertrdume F einwertig ist, gilt nach (v) sowohl (z,y); = Re(y*, x)
als auch (x,y)_ = Re(y*, x) mit y* = F (y). Der Riesz’sche Darstellungssatz liefert
die Aussage.

(viii) Sei dazu (z,,y,) — (z,y) in X x X. Dann gilt wegen der Monotonie von f,
(siehe Seite 35) und der Normkonvergenz

| T + tyy| |y|_>!96+y\ Y|

ns Yn )+ < , vVt > 0.

(T Yn)+ ; ;

Folglich limsup(x,,y,)+ < w fiir alle t > 0 und der Grenzwertiibergang
t — +0 liefert die Aussage. Benutzt man (z,y)_ = —(—=z,y)+ und obige Bezichung,
so bekommt man die Unterhalbstetigkeit von (-,-)_. O

Beispiel 4.1.4. Sei X = L,(2;C) und 1 < p < oo. Dann ist X strikt konvex und
somit gilt

()2 = ol oo e | F@)a@lato)P*da.
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4.2 Das Lumer-Phillips Theorem

4.2. Das Lumer-Phillips Theorem

Sei T € S(X,1,w) mit Erzeuger —A. Fiir x € D (A) erhélt man
(Tt —x),2)4 = F(TH)z, 2)4 — [])

1
t
1 w
< ST =Dzl < 3 = Dl —1sp0 wlef”

Folglich gilt
(—Az,z), <wl|z|?, VreD(A).
Operatoren mit dieser Eigenschaft heiflen stark w-dissipativ. Daher definieren wir

Definition 4.2.1. Sei A: D (A) C X — X ein linearer Operator im Banachraum
X.

(i) A heifit w-dissipativ, falls gilt
(Az,z)_ < wl|z|’, VzeD(A). (4.3)

(i1) A heifit stark w-dissipativ, falls gilt
(Az,x), <wlz]’, Vz eD(A). (4.4)
Spéater werden wir sehen, dass diese Eigenschaft recht leicht nachzupriifen ist. Bevor

wir zum Herzstiick dieses Abschnitts kommen, ndmlich das Lumer-Phillips-Theorem,
zeigen wir folgende Charakterisierung der w-Dissipativitit und einige Folgerungen.

Lemma 4.2.1. Sei A: D (A) C X — X ein linearer Operator im Banachraum X .
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist w-dissipativ;
(ii) Es gilt

(A —=A)z| > (A—w)lz|, YzeD(A), VA>w. (4.5)
Proof. (i) = (ii):
[(A = A)z|z] prop 12 (A=ADaz)y = Aal® + (-Az,2)

= Ma|* = (Az,2)- > (A = w)laf’

und folglich ().
(i1) = (i): Sei 0.B.d.A. w = 0 aufgrund von Betrachtung A, = A—w. Sei x € D (A)
und setze y = z/|x|. Dann gilt fiir alle y5 € F (A — A)y)

(A= Ay

A< |(A= Ayl = ST (23, (A = A)y),
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4 Dissipative Operatoren

"
wobei 2} = é—ﬂ Daraus gewinnt man nun
A

A< (2, (A= A)y) = MRe(2], y) — Re(23, Ay)

4.6
< min{\ — Re(z}, Ay), \MRe(z3, v) + |Ay|}. (4.6)

Da (z},(A — A)y) € R, wissen wir ebenfalls

~ * ~ * ~ * 1
AIm(zy,y) = Im(zy, Ay) = [Im(z,y)| < X|Ay| (4.7)
Aus (2.5) folgt nun
1

Re(z), Ay) <0, 1-— X|Az| < Re(zy,y). (4.8)

Da |z§| = 1 gilt, gibt es einen schwach*-Haufungspunkt z* € X* der Folge {25} >0
(Die Einheitskugel in X* ist schwach*-kompakt.), d.h. zyy» =%, 2*. Fir z* gilt nun
|2*| < liminfy o |25] < 1 und wegen (4.8) die Ungleichungen

Re(z", Ay) <0, 1< Re(z",y).
Daraus bekommt man nun
L<Re(z%y) < |7yl = |7 < 1,
and da Jm(z*,y) = 0 gilt (siche (2.7)) schliesslich
L=yl =[z"=("y) & |2 =la5]" = (25, 2)
mit xf = 2*|z|, d.h. aber 2, € F (z). Insgesamt haben wir gezeigt

(Az,z)-. = min Re(x”, Az) < Re(z], Az) <O0.

Prop. 4.1.2 z*eF(zx)
O

Proposition 4.2.1. Sei A: D (A) C X — X ein linearer Operator im Banachraum
X. Ist A w-dissipativ, dann

(1) X — A ist injektiv fir alle A > w und

1
(A= A) Myl < m|y|» Vy € R(A—A);

(2) Mg — A ist surjektiv fiir ein A\g > w genau dann, wenn X — A surjektiv fir alle
A > w ist; in diesem Fall hat man (w,o0) C p(A);

(3) A ist abgeschlossen genau dann, wenn das Bild R (A — A) abgeschlossen ist fiir
ein A > w (und somit fir alle X\ > w);
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4.2 Das Lumer-Phillips Theorem

(4) Falls R(A) C D(A), z.B. fiir dicht definierten Operator A, dann ist A ab-
schliessbar. Sein Abschluss A ist wieder w-dissipativ and gentigt R (/\ — A) =

R (A —A) fir alle A > w.

Proof. Im folgenden konnen wir wieder w = 0 annehmen.
Zu (1): Dies ist einfach eine Reformulierung von (7) aus Lemma 4.2.1.

Zu (2): Sei A9 > 0, so dass A\g — A surjektiv ist. Zusammen mit (1) wissen wir, dass
Ao € p(A) und |(N\g— A)7Y < 1/Xg. Die Neumann-Reihe zeigt (0,2\g) C p(A), denn

A=A =N —A)TT+N= )N —A) !

o0

=M =AY A=) H—A)7"

und damit

fir [A—Xo| < Ag bzw. A € (0,2)¢). Dieses Vorgehen kann beliebig fortgesetzt werden,
so dass man (0,00) C p(A) erhilt.

Zu (3): Der Operator A ist abgeschlossen genau dann, wenn A — A abgeschlossen fiir
ein (und somit fiir alle) A > 0. Da A dissipativ ist, gilt (4.5).

Sei A abgeschlossen und (A — A)z,, = y, € R (A — A) konvergent in X, also y,, — y.
Dann ist wegen (4.5) auch z,, € D(A) C X eine Cauchy-Folge im Banachraum X
und daher z,, — z. Die Abgeschlossenheit von A — A ergibt nun y = (A — A)z und
xz € D(A), d.h. aber R (A — A) ist abgeschlossen.

Im umgekehrten Fall ist R (A — A) abgeschlossen. Sei nun (A — A)z,, — y und
x, — x. Dann ist aber schon y € R (A — A), d.h. y = (A— A)Z mit einem & € D (A).
Wegen (4.5) gilt aber & = z, also ist A — A abgeschlossen.

Zu (4): Die Eigenschaft A ist w-dissipativ folgt aus der Unterhalbstetigkeit von (-, -)_.
Denn sei x € D (A), dann gibt es eine Folge (x,), C D (A) mit z = lim,,_,, x, und
Az = lim,,_,o Az,. Da A w-dissipativ ist und (-,-)_ unterhalbstetig, gilt nun

(Tn, Axy)_ < w|z,]? = (2, Az)_ < liminf(z,, Az,)_ < w|z|®

n—o0

Fiir den Beweis der Abschliessbarkeit von A haben wir zu zeigen, dass

DA)>z,—0, Az,—y = y=0.

Angenommen y # 0. Da R (A) C D (A), damit auch R(A) ¢ D(A), und y €
R (A), finden wir zu y ein w € D (A), dass beliebig nahe bei —y ist und darum
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4 Dissipative Operatoren

(y,w)y < 0 (beachte (y,—y). = —|y|?). Die w-Dissipativitit von A gibt a :=
(y, w); [(Aw, w) - — wlw|? — 1] > 0. Nun gilt

(Aw,w — ax,)_ = (Alw — ax,] + aAz,,w — az,)_

< (Alw — azy,),w — ax,)- + (@Az,, w — az,)
Prop. 4.1.2

= (Alw — az,),w — ax,) - + a(Az,, w — az,)

< wlw — ar,|* + a(Az,, w — ax,) ..

Die Unterhalbstetigkeit von (-,-)_ und die Oberhalbstetigkeit von (-,-); ergibt fiir
n — oo

(Aw, w)_ < liminf(Aw,w — ax,)_
n—oo
< liminf [w|w — az, > + a(Az,, w — az,) 4]
n—oo

< wlw]* + alimsup(Az,, w — az,)
n—oo

< wlul® + aly,w), = (Aw,w)_ — 1,
was einen Widerspruch bedeutet. O

Theorem 4.2.1. Sei A : D(A) C X — X ein linearer, abgeschlossener, dicht
definierter Operator im Banachraum X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) —A e G(X,1,w).

(1) —A ist w-dissipativ und R (Ao + A) = X fiir ein Ay > w.
Proof. (i) = (ii): Die Notwendigkeit der ersten Bedingung haben wir ganz zu Beginn
des Abschnitts gesehen. Die zweite Bedingung ist im Theorem 3.3.1 enthalten.
(i) = (i): Nach Proposition 4.2.1 wissen wir, dass die Operatoren (A + A) injektiv
fiir A > w sind und da R (Ao + A) = X fiir ein \g > w, sind die Operatoren (A + A)

auch surjektiv fiir alle A\ > w, also bijektiv. Weiterhin liefert die Dissipativitit wieder
nach Proposition 4.2.1 die Resolventenabschétzung

1
AFA) < —— A .
DA< A e
Damit ist nach Theorem 3.3.1 —A € G(X, 1,w). O

Die Eigenschaft (4) der Proposition 4.2.1 liefert eine etwas andere Version des Lumer-
Phillips-Theorem, die in den Anwendungen meistens verwendet wird.

Korollar 4.2.1. Sei Ay : D(Ay) C X — X ein linearer, dicht definierter Operator
1mm Banachraum X mit den folgenden Figenschaften

(i) —Ag ist w-dissipativ;
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(1)) R (Ao + Ao) ist dicht in X fiir ein Ao > w.
Dann gilt —A = —Ay € G(X,1,w), wobei Ay den Abschluf von Ay bezeichnet.

Als letztes zeigen wir noch ein weitere Charakterisierung der Eigenschaft —A €
G(X,1,w), die niitzlich ist, wenn man den dualen Operator A* zu A kennt.

Theorem 4.2.2. Sei A: D (A) C X — X linear, abgeschlossen, dicht definiert und
A* der zu A duale Operator. Dann gilt: —A € G(X,1,w) genau dann, wenn A und
A* w-dissipativ sind.

Proof. ,=“: Sei —A € G(X,1,w), dann ist —A w-dissipativ und A + A fir ein
A > w invertierbar. Nach dem Satz vom abgeschlossenem Bild ist A + A* ebenfalls
invertierbar sowie

A+A) = ((A+A4)7)

und

1
A—w

A+ A = (A +A4) 7] <
Folglich ist
O+ A2| = (A —w)la™], Va© € D(A"),

d.h. —A* ist ebenfalls w-dissipativ (siehe Proposition 4.2.1).

»<=*": Mit Theorem 4.2.1 miissen wir nur noch zeigen, dass R (\g + A) = X fiir ein
Ao > w. Nach Proposition 4.2.1 wissen wir jedoch schon, dass R (A + A) fiir alle
A > w abgeschlossen ist. Daher nehmen wir an, dass R (A + A) # X. Somit existiert
ein 0 # x* € X* mit (2*,y) =0 fiir alle y € R (A + A) bzw.

Mz*,x) + (¢, Az) =0, Ve eD(A),
folglich z* € D (A*) und (A\+A*)z* = 0, da D (A) dicht in X ist. Die w-Dissipativitét

von —A* besagt nun nach Proposition, dass (A + A*) injektiv ist fiir alle A > w, also
x* = 0 — ein Widerspruch. O

4.3. Dissipativitat des Laplace-Operators

Einer der wichtigsten Operatoren der math. Physik ist der Laplace-Operator A =
> ; éﬁj. Wir betrachten diesen Operator in verschiedenen Funktionenrdumen und
rechnen dessen Dissipativitdat nach.
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(i) © C R™ ist ein beliebiges Gebiet, insbesondere 2 = R™, und X = L,(2) mit
1 < p < 00. Definiere

(Aju)(z) = —Au(z), 2€Q, A :D(A)=CP(Q) CcX —X.

(ii) Diesmal sei X = Cy(2) = {u € C(2) : u = 0 auf 00 }.

(iii) Betrachte wie in (i) den Raum X = L,(2) mit 1 < p < oo und allgemeinere
Randbedingungen, d.h.

(Asu)(z) = —Au(x), x € Q,
D (As) = {uC*(Q) : a(z)d,u(z) + B(z)u(z) = 0},

wobei a(r)? + B(z)? = 1, a, B € Lo (09Q) und aus physikalischen Griinden a(x) -
B(z) > 0 fiir f.a. x € 9. Desweiteren bendtigt man, dass 9 eine C'-Mannig-
faltigkeit ist.

4.3.1. Der Laplace-Operator auf R"
Wir wollen zeigen, dass der Laplace-Operator in allen L,-Réumen und in Cj dichtes
Bild besitzt. Wir wissen bereits schon, dass der Laplace-Operator dissipativ ist.

Dazu werden wir die Fourier-Transformation und den Schwartz-Raum S(R™) benut-
zen. Da offenbar C3°(R™) € S(R") € X mit X € {L,(R™),Cy(R™)}, p € [1,00), liegt
S(R™) dicht in X. Wir setzen

(Agu)(z) = —Au(z), xe€R", D(Ay) =SR"), (4.9)
wobei Ay dissipativ in obigen Rdumen ist. Zeige nun R (A + Ay) = X. Die Fourier-
Transformation F': S(R") — S(R"), definiert durch

1 —ix
(Fu)(§) = ) /Rn u(x)e " du,

ist ein Isomorphismus mit Inversem

-1 1 T
(F'0)(@) = Gy | 90 de

Sei nun v € S(R™) eine Losung von
M—Au=f, xeR", (4.10)

fir f € S(R™); Fourier-Transformation und Linearitét ergeben

1

A+ (EF)E) = (FNE) = (Fu)(§) = 3T ER

(FF)(E)-
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Ist nun f € S(R") beliebig, dann ist F'f € S(R"), folglich auch %W(F N e
S(R™) fiir A € C\(—o0, 0]. Diese Funktion ist aufgrund der Surjektivitét der Fourier-
Transformation Transformierte einer Funktion u € S(R"); dieses u ist Losung der
Gleichung (4.10), d.h. R (A + Ap) ist dicht in allen L,-Rdumen, 1 < p < oo, und in
Cy. Daher liefert das Korollar 4.2.1 die Korrektheit von

ou—Au=f t>0,zeR"
u(0) =ug, ze€R"

in den betrachteten Raumen.

Korollar 4.3.1. Sei X =L,(R"), 1 < p < o0, oder X = Cy(2). Dann gilt fir den
durch (4.9) definierten Operator Ag:

(i) —A=—4,€G(X,1,0).
(ii) Das Cauchy-Problem fiir —A ist korrekt gestellt.
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KAPITEL 5

KONSERVATIVE OPERATOREN

In diesem Paragraphen beschéftigen wir uns mit Cyp-Gruppen und deren Erzeuger.
Wichtige Spezialfille sind die Cp-Gruppen von Isometrien, deren Erzeuger konser-
vative Operatoren sind, und die unitdaren Cy-Gruppen, deren Erzeuger ¢ mal selbst-
aadjungierter Operator sind. (Satz von Stone)

5.1. Duale Halbgruppen

Sei T € S(X, M,w). Dann ist der adjungierte Operator 7 zu T ebenfalls eine
Halbgruppe beschriankter Operatoren auf X*, d.h. T*(t+s) = T*(t)T*(s) fiir s, > 0
und |T*(t)| < Me**, denn fiir s, > 0

(T*(t + s)a™, x) = (@, T(t + s)x) = (2", T(s)T(t)x)
= (T"(s)z", T(t)z) = (T*(t)T"(s)x",z), Vre X,z"e X"
(T*(t)x*, z) = (x*, T(t)z) < |2*||T(t)x| < |z*||x|Me*t, Vo e X, z* e X*,

Letztere Ungleichung impliziert

IT*(t)x*|x- = sup [T*(t)x*, z)| < |z*|Me" = |T*(t)| < Me*', t > 0.
zeX,|z|<1

Man wiirde vermuten, dass 7™ ebenfalls Cj ist und A* ihr Erzeuger. Leider ist dies
nicht immer richtig.

Beispiel 5.1.1. Sei T' die Cp-Halbgruppe der Translationen auf X = L;(R), also
T(t)f(x) = f(t + ). Aufgrund der Beziehung

LT f) = / F7(@)f(t + z) do = / @ — ) () da

ist T die Cy-Halbgruppe der Links-Translation. Diese ist aber nicht Cy in X* =
Loo(R), da [f*(- = 1) = f*(-)|ee — O fiir t — 0 bereits f* € BUC(R) impliziert.
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5 Konservative Operatoren

Der Grund fiir diesen Defekt ist, dass nicht unbedingt D (A*) dicht in X* gelten
muss.” Wir definieren daher den Teilraum X° C X* durch

Xe={2" € X" : T"(t)a" — o™ fir t — +0} (5.1)
und
T°(t) =T*(t)xo, t>0,

was nun eine Cp-Halbgruppe auf X° ist, also 7° € S(X°, M,w). Weiterhin ist X°
ein abgeschlossener Teilraum von X*. Sei dazu z; € X° mit 2} — z* in X*. Dann
findet man aufgrund der Ungleichung

[T ()" — ™| < T ()], — 2| + |z, = 27 + [T7 (82, — 2]

und wegen |T*(t)| < Me*', dass 2* € X° gilt. Als néchstes zeigen wir, dass X° hin-
reichend grof ist, d.h. D (A*) C X°. Sei 2* € D (A*), dann gilt (benutze Proposition
2.2.2) fur allex € X

(T ()z" — 2%, 2)| = [(27, T(t)x — x)| = !<$*,A/O T(s)x ds)|

t
M
|<A*x*,/ T(s)zds)] < L[et — 1]ja||A*2"| = 0, ¢ > +0.
0 w

Damit bekommen wir

M
(T ()a* — 2% = sup |(T" ()" — a*, 2)| < —[e* — 1]| A"z
lz|<1 w

und somit die Konvergenz |T*(t)z* — z*| — 0 fiir ¢t — +0 und z* € D (A%), d.h.
e X°.

Sei A° der Erzeuger von T°, dann ist D (A°) = {z* € X° : limj 40 +[T°(R) —
Iz* existiert in X°} dicht in X° aufgrund von Proposition 2.2.2. Wir betrachten
nun fir z € D(A), 2* € D (A°)

(Ao ) = Jim (4 [T°(8) = D" 2) = Jim (5 [T (8) = Da” )

= Jim e 00 1) = ' 40)

Folglich ist z* € D (A*) und A°z* = A*z* fiir alle 2* € D (A°), d.h.

A°C A" & A= Ape md D (A°) C D(A7).

1Sind X,V reflexive Banachriiume und A : D (A) C X — Y dicht definiert und abschliessbar, so
ist A* ebenfalls dicht definiert und abschliessbar und A** = A (nach geeigneter Identifikation).
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Beachte, dass A*x* € X° immer gilt, so dass wir die Inklusion

D(A°) C D (Afy.) == {a" € D(A*): A%2* € X°}

haben. Wegen X° = D (A°) und D (A°) C D (A*) folgt bereits X° C D (A*). Wir
zeigen noch die umgekehrte Inklusion. Zunéchst gilt |[T'(h) — IJ(A — A)~!| — 0 fiir
h — +0 aufgrund der Identitét

[T(h) — I(A—A)' = [T(h) — 1] /OO e T (s)ds
’ h
=M —1](A— At =M / e MT(t) dt

und daher auch

[T*(h) = I)(A = A) ™t = [T(h) = I]* (A = A)~")"
= ((A=A)T(h)—1])" =0, h—+0,

d.h. T*(h)z* — 2* fir h — 40 und alle 2* € D(A*), da (A — A*)"ly* € D(A*)
fir alle y* € X*. Dann erhalten wir diese Konvergenz auch fiir alle z* € D (A*)
und damit D (A*) C X°. Als letztes bestimmen wir D (A°), genauer, wir wollen
A° = ATXO zeigen. Die Inklusion A° C A|*X° haben wir oben schon gezeigt. Sei

umgekehrt z* € D (A*) C X° mit A*z* € X°. Aus

(T°(t)x* — ", z) = (", T(t)r — x) = (x*,A/O T(s)xds)
= (/0 T*(s)A*z" ds, x) = </o T°(s)A*z"ds,z), Vze X,

folgt

1 1 [
—(T°(t)a* —2*) = —/ T°(s)A*z" ds.
t t )

Die Normstetigkeit von T°(-)A*z* liefert als Grenzwert auf der rechten Seite A*z*
und damit die Existenz des Grenzwertes auf der linken Seite und daher

. 1 o * * * % * *
thEog(T (t)z* —z*) = A*z*, Va* e D( ‘Xo).

Wir fassen zusammen.

Theorem 5.1.1. Sei T' € S(X, M,w) mit Erzeuger A. Dann ist die duale Halbgrup-
pe T* stark stetig auf X° = D (A*) und thr Erzeuger A° ist die Finschrinkung von

A* auf X°, d.h. D(A°) =D <A|*XO) ={z* € D(A*) : A*z* € X°} und A°z* = A*z*
fir x* € D(A°). Ist X reflexiv, so gilt X° = X*
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5 Konservative Operatoren

Die letzte Behauptung folgt aus der Tatsache, dass fiir abgeschlossene Operatoren
A:D(A) C X — X mit dichtem Definitionsbereich der duale Operator A* ebenfalls
dicht definiert ist, wenn X reflexiv ist.

Beachte, dass im obigen Beispiel gerade X° = BUC(IR) ist, also genau der Abschluss
von d/dz in Ly (R).

5.2. C’-Gruppen

Es ist klar, was Cy-Gruppen sind.

Definition 5.2.1. Fine Familie {T(t)}ier C B(X) heifit Co-Gruppe in X, falls die
folgenden Bedingungen erfillt sind

(G) T(t)T(s) =T(t+s) fir alle s,t € R;
(Co) limyo T (h)x = x fir alle z € X.
Die Gruppeneigenschaft ergibt insbesondere T'(t)T(—t) = T'(0) = I, folglich sind

alle T'(t) invertierbar und es gilt T'(¢t)™' = T'(—t). Wir definieren wieder die Wachs-
tumsabzissen von T'(¢) wie folgt

wy = lim ¢~ log(|T(1)]),
wy = lim t ' log(|T(-1)]).
t—o0
Es ist dann klar, dass zu jedem w > wq ein M, > 1 existiert mit |T'(¢)] < M,e** fiir

t >0, und zu jedem w > wy ein M, > 1 mit |T'(¢)] < M,e " fiir t < 0. Setzt man
noch wy = max{wy,wp }, so gilt die Abschitzung

IT(t)] < Mye!tl, vt eR,
falls w > wy ist.
Zu jeder Cy-Gruppe gehoren die zwei Co-Halbgruppen T+ (t) definiert durch
THt)=T(), T (t)=T(-t), t>0.

Sei nun A der Erzeuger von T und B der Erzeuger von T~ ; wir zeigen B = —A.
Ist namlich € D (B), dann gilt

TH(t) -1 I —-T(—t I—-T7(t
lim ( ) r = lim T(t)#x == lim —()
t—+0 t t—+0 t t——+0

also D(B) € D(A) und A = —B auf D (B); ebenso geht diese Argumentation
umgekehrt.
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5.2 C°-Gruppen

Nun erzeuge A die Cy-Halbgruppe T und —A die Cy-Halbgruppe T'~; wir zeigen,
dass dann

TH(t) t
() (t) t>0
T=(t) t<0
eine Cy-Gruppe bildet. Sei dazu z € D (A); dann ist

%T*(t)T () =T (t)AT~ (t)x + TH(t)[-A|T~ (t)z = 0,

also TT(t)T~(t)x = « fiir alle t > 0, d.h. aber T'(t)T(—t) = T(—t)T(t) = I, und
daher T!(¢t) = T'(—t). Die Gruppeneigenschaft folgt nun so: Fiir ¢, s > Ound ¢,s < 0
ist dies sofort klar. Fiir ¢ > 0 > s und ¢t + s > 0 gilt

TH)T(s)=Tt+s—9s)T(s) =T+ s)T(—s)T(s) =T(t+s)
sowie fiir t >0 >sund t+s <0

TOT(s)=TH)T(-t+t+s)=TH)T(-t)T(t+s)=T(t+ s).
Wir fassen zusammen.

Theorem 5.2.1. Sei A: D(A) C X — X ein linearer, abgeschlossener und dicht
definierter Operator im Banachraum X . Dann sind dquivalent

o A erzeugt eine Co-Gruppe T, d.h. Az = limy_,g +(T'(h)z — x) mit D (A) =
{z € X :limy_o +(T'(h)x — x) ezistiert in X };

o —A AcgG(X).
Kombiniert man Theorem 5.2.1 mit Hille-Yosida oder Lumer-Phillips, so erhéalt man
eine Reihe von Charakterisierungen von Cy-Gruppen.

Korollar 5.2.1. Sei A : D(A) C X — X ein linearer, abgeschlossener und dicht
definierter Operator im Banachraum X . Dann sind dquivalent

(i) A erzeugt eine Cy-Gruppe T mit

IT@t)| <ett, t>0, |TH)|<e ", t<O.

(ii) Es gilt
_(")—lx|2 < (A$,$>+, (AJI,LL’>_ < W+’l’|2, Va € D(A)

und es gibt ein A > max{w_,w;} mit R(A£ A) = X.

Korollar 5.2.2. Sei Ay : D (Ay) C X — X ein linearer, dicht definierter Operator
im Banachraum X mit folgenden Figenschaften:

o1



5 Konservative Operatoren

(i) Ag ist w-dissipativ und — Ay ist w_-dissipativ, d.h. es gibt Konstanten wy € R,
so dass

—w_|z)? < (Aoz,2)y, (Aox,z)_ <wil|zf’, Vo€ D(Ay);

(ii) R (A =£ Ag) ist dicht in X fir ein A > max{w_,w, }.
Dann erzeugt A == A, eine Cy-Gruppe, wobei A den Abschluff von Ay bezeichnet.

5.3. Konservative Operatoren

Ein wichtiger Spezialfall ist der, wenn |7(¢)| < 1 fiir alle t € R gilt; dann ist sogar
|T(t)x| = |z| fur alle t € R und alle x € X, denn

|z = [T T (=t)z| <[T(=t)x| < |x],
d.h. T ist eine Cy-Gruppe von Isometrien. Nach Korollar 5.2.1 sind ihre Erzeuger
Operatoren A mit (Az, ) = 0.

Definition 5.3.1. Sei A: D(A) C X — X ein linearer Operator. A heif§t konser-
vativ, falls (Az,z)+ =0 fir alle x € D (A) gilt.

Als Konsequenz von Korollar 5.2.1 erhalten wir die folgende einfache Charakterisie-
rung der Erzeuger von Gruppen von Isometrien.

Korollar 5.3.1. Sei A : D(A) C X — X ein linearer, abgeschlossener und dicht
definierter Operator im Banachraum X. Dann sind dquivalent:

(i) A erzeugt eine Cy-Gruppe T von Isometrien in X ;
(ii) A ist konservativ und fir ein A > 0 sind (A £ A) surjektiv.

Sei nun X ein Hilbertraum und 7' eine Cy-Gruppe unitidrer Operatoren, d.h. es
gelte T71(t) = T*(t) fiir t € R. Damit ist T* ebenfalls eine Cyp-Gruppe und es gilt
T*(t) = T'(—t); der Erzeuger von T sei A, nach Theorem 5.1.1 ist der Erzeuger von
T* genau A*. Andererseits ist der Erzeuger von T'(—t) aber —A, d.h. die Relation
T*(t) = T(—t) ergibt die Beziehung A* = —A. Solche Operatoren heifien schief-
adjungiert. Setzt man B = —iA, dann ist A = iB und B* = (—iA)* = iA* = —iA =
B, d.h. B ist selbstadjungiert. Wir haben den Satz von Stone bewiesen.

Theorem 5.3.1. Sei A: D(A) C X — X ein linearer, abgeschlossener und dicht
definierter Operator im (komplexen) Hilbertraum X . Dann sind dquivalent:

(i) A erzeugt eine Cy-Gruppe unitirer Operatoren in X ;

(i) A =iB mit einem selbstadjungierten Operator B.

BEISPIEL: Wellengleichung, Schrodingergleichung
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KAPITEL 6

REGULARITAT VON Cy-HALBGRUPPEN

In diesem Abschnitt geht es um die holomorphe Fortsetzbarkeit der Halbgruppe T'(-)
auf eine Teilmenge von C zum einen, und zum anderen um zusétzliche Regularitét
der Losung von (2.1). Wir werden sehen, dass die Regularitidt der Halbgruppe iiber
das Spektrum des Erzeugers und entsprechende Resolventenabschitzungen (entlang
von Parallelen zur imaginéren Aches) charakterisiert werden kann. Die folgenden
Bilder sollen dies verdeutlichen. (Werden noch eingefiigt.)

e Co-Gruppen: |(it +w+ A)7' A0

e gleichmiilig stetige Cy-Halbgruppen: |(i7 +w + A)™| — 0 fiir 7 — +o0
e differenzierbare Cyp-Halbgruppen: log(|7|)|(iT + w + A)7!| < C

e parabolische Cyp-Halbgruppen: log(|7])|(i7 +w + A)™| — 0 fiir |7| — oo
e analytische Cy-Halbgruppen: |7|7!(it + w + A)~!| — 0 fiir |7| = oo

Der letzte Fall (fiir unbeschrinkte Operatoren) ist die bestmoglichste Situation. Wir
erinnern an folgende Begriffe:

e Sei T € S(X), dann heifit
wo(A) = inf{w € R:3IM, > 1, so dass |T(t)| < M,e**, Vt > 0}
Wachstumsabzisse, wobei A € G(X) der Erzeuger der Cy-Halbgruppe T ist.

Die Cy-Halbgruppe T heifit beschrankt, falls T € S(X, M, 0), und Kontraktion,
falls T e S(X, 1,0).

e Zu einem linearen Operator A definieren wir die Spektralschranke

s(A) :=sup{ReA: A € 0(A)}.

Es gilt nun fir A € G(X) mit Cy-Halbgruppe T

—00 < $(A) < wp < 0,
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6 Regularitidt von Cy-Halbgruppen

was direkt aus der Resolventendarstellung (A—A)~! = [ e~ T () dt folgt. Beachte,
dass aufgrund von Proposition 2.2.1 stets wy < oo. Andererseits kann wy = —o0
vorkommen, sowie das Infimum braucht nicht angenommen werden. Man betrachtet

einfach
1 ¢ 01
Ta(t) = (0 1) CP—C?* A= (O O> .

Dann gilt in der Zeilensummennorm |T4(¢)| = 1 + ¢ und damit |T4(t)] — oo fur
t — oo sowie fiir alle w > 0 existiert ein M, > 1 (wiéhle einfach ein M > 1/w) mit

14+t < My, Vt>0,

6.1. GleichmaBige Stetigkeit und Kompaktheit

Sei T € S(X,M,w). Ist T in einem ¢, > 0 B(X)-stetig von rechts, dann ist 7T’
B(X)-stetig fiir alle t > t,, wie die Abschitzungen

T(t+h) = T(t)] < [T(t = to)||T(to + h) = T(to)|
und
Tt —h) =T()] <|T(t —h—to)||T(to) — T(to + h)|
zeigen. Wir definieren daher

Definition 6.1.1. T' € S(X) heifst gleichmafig stetig, falls es ein to > 0 gibt, so
dass t — T'(t) Norm-stetig auf (to, 00) ist, d.h. |T'(t+h) —T(t)| — O fir h — 0 und
alle t > ty. Die Zahl

as = inf{ty > 0: |T(to + h) — T(to)] — O fiirh — 0}
heifit Abzisse der gleichmdfigen Stetigkeit fir T, das Intervall J, = (as, 00) Intervall
der gleichmdfigen Stetigkeit fiir T'.
Beachten Sie, dass fiir beschréinkte Operatoren stets a, = 0 gilt; es ist aber auch
as = 0 fiir unbeschrinkte Operatoren moglich. Dies werden wir spéter noch sehen.

Ist T eine Cp-Gruppe, so gilt im Falle A unbeschrankt stets a;, = oo; denn ist T
rechts-stetig in ¢y > 0, so folgt

[T'(h) = I| = [T(=to)||T(to + h) = T(to)| = 0,

also muss A beschrénkt sein. Bis heute ist keine vollstdndige Charakterisierung der
gleichm. stetigen Cy-Halbgruppen bekannt, sondern es gibt nur notwendige oder
hinreichende Bedingungen. Eine Ausnahme bildet der Hilbertraumfall.
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6.1 GleichméfBige Stetigkeit und Kompaktheit

Theorem 6.1.1. Sei A € G(X) der Erzeuger einer gleichmdfig stetigen Co-Halb-
gruppe (T'(t))i>0. Dann ist fir jedes b € R die Menge
{ANeag(A):Red >0} CC

beschrinkt und es gilt

lim |(a+iT —A)"Y =0, Va>wp.

T—+00

Ohne Beweis.

Definition 6.1.2. T' € S(X) heifit kompakt, falls es ein tqg > 0 gibt, so dass T(ty) €
B(X) ein kompakter Operator ist. Die Zahl

a. = inf{tqg > 0: T'(to) ist kompakt.}

heifit Abzisse der Kompaktheit von T und das Intervall J. = (a.,0) Kompaktheits-
intervall.

Diese Definition ist wieder sinnvoll aufgrund der Halbgruppeneigenschaft. Kom-
paktheit ist i.a. eine sehr niitzlich Eigenschaft von Cy-Halbgruppen. Es gilt folgende
Charakterisierung.

Proposition 6.1.1. T' € S(X) ist genau dann kompakt fir alle t > 0, also J. =
(0,00), wenn J, = (0,00), also T(t) firt > 0 gleichmdfig stetig ist und (Ao — A)™*
fiir ein Ao € p(A) kompakt ist.

Proof. =: Sei T € §(X, M,w) kompakt fiir ¢ > 0. Aufgrund der Kompaktheit der
Operatoren (Ks)s>o C B(X) definiert durch

Ks ::/ T(t)e Mdt, Rel > w,
5
und der Konvergenz

(1 —e @)y 50, §—0,

é
A=A - Kl < TR dt| < o———
= A =K <] [T < g

ist die Resolvente der gleichméflige Limes von kompakten Operatoren. T ist auch
gleichméBig stetig, da folgendes Resultat gilt.

Lemma 6.1.1. Sei T € S(X). Ist T kompakt firt > to, dann ist T gleichmdfig
stetig firt > tg.
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6 Regularitidt von Cy-Halbgruppen

Beweis in den Ubungen.

<: Sei T € §(X, M,w). Die Resolventengleichung
A=A == A = (A=) A= A) Do — A, A€ p(A)

zeigt zunéchst, dass A kompakte Resolvente fiir alle A € p(A) hat, falls dies nur fir
ein \g € p(A) zutrifft. Daher sind die Operatoren T)(t) := T(t)A\(A— A) ! fiir A > w
kompakt und die Identitét

T\(t)—=T(t) = A /000 eMT(t+ s)ds — X /000 e MT(t)ds

0 ) 9]
:)\/ e—As[T(t+s)—T(t)]d3:)\(/...d3+/ )
0 0 5
ergibt die Abschétzung

|T\(t) —T(t)] < sup |T(t+s)—T(t)] + | / e’)‘sM[e”(t”) + e ds
5

0<5<6

— sup |T(t+5) — T(t)| + |\ Mt / (e + 1] ds
d

0<s<d

< sup |T(t+s) = T(t)| 4+ 2A[(A — w) T M0,
0<s<0

Aufgrund der geichméfigen Stetigkeit von T'(¢) fiir ¢ > 0 ist der erste Term beliebig
klein, falls 6 > 0 geeignet gewihlt wird. Der zweite Term wird ebenfalls beliebig
klein fiir A — oo. Daraus folgt nun T)\(¢) — T'(t) in B(X), sowie T'(t) ergibt sich als
der Limes von kompakten Operatoren in der Operator-Topologie. O

6.2. Differenzierbarkeit
Definition 6.2.1. T' € S(X) mit Erzeuger A heifit differenzierbar, falls R (T(ty)) C
D (A) fir ein ty > 0 gilt. Die Zahl

Qg = inf{to >0:R (T(to)) cD (A)}

heifit Differenzierbarkeitsabzisse von T, das Intervall J; = (a4, 00) Differenzierbar-
keitsintervall. Ist ag =0, so heifst T (abstrakt) parabolisch.

Ist T'(tg) X C D (A) fiir ein tg > 0, so auch
Tt)X =Tt —to)T(to))X CD(A), Vt>to,

da T(t)D (A) C D(A) gilt (Nach Proposition 2.2.2 148t 7" den Definitionsbereich
D (A) des zugehorigen Erzeugers A invariant.); die Definition ist daher sinnvoll. Die
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6.2 Differenzierbarkeit

Funktion u(t; z) = T'(t)z ist somit fiir jedes x € X auf J; stetig differenzierbar, also
dort eine Losung der Gleichung

4
dt
dh. T(-)r € C'((ag,00); X). Insbesondere ist AT(t) gleichmiBig beschrinkt auf

kompakten Teilintervallen von J;'. Dariiberhinaus ist T auf .J; gleichmiBig stetig,
denn seien ag < t; <ty <t;+ 1 und |T(t)| < M, fur t € [0,1], dann

u(t) = Au(t), t> aq,

T(ts)x — T(t)a = / " AT (s ds / (s — AT (1) ds, Ve X

t1 t1

und darum
T'(t2) = T(t1)] < (t2 — 1) My AT (t1)].
Es gilt jedoch noch mehr. Die Identitét

(AT (/)" = AT(t) = (1)

zeigt, dass T' fiir t > n - a4 sogar n-mal differenzierbar und n — 1-mal stetig differen-
zierbar in B(X) ist, sowie R (T'(t)) C D (A") gilt. Im Grenzfall a; = 0 folgt sogar
T € C*((0,00); B(X)) und R (T'(t)) C Doo(A) := [),», D (A") fiir alle ¢t > 0. Wir
fassen zusammen.
Proposition 6.2.1. Sei T' € S(X) differenzierbar. Dann gilt

(i) R(T(t)) C D(A") fir allet >n-aq, n € N;

(ii) T(-)x € C"((aqg-n,00); X) fir allen € N, z € X;
(iii) T € C"Y((aq - n,o0); B(X)) fir allen € N und j;—__llT gleichmafSig stetig.
Ist T parabolisch, also ag = 0, so gilt sogar

(ii) R(T'(t)) C Do(A) =51 D (A") fiir alle t > 0;
(iv) T € C=((0,00); B(X)).
Wir werden sehen, dass A = A eine parabolische Cy-Halbgruppe erzeugt. Diffe-

renzierbarkeit 148t sich vollstédndig durch die Eigenschaften der Resolvente von A
charakterisieren.

Theorem 6.2.1. Sei T € S(X, M,w) mit Erzeuger A. Dann sind dquivalent:

"Betrachte {S;}icqq,p, wobei Sy := AT(t) und [a,b] C Jg. Wegen u(t;z) = T(t)x € C'(Jg; X),
ist Sy punktweise beschriankt in C([a,b]; X)) und Banach-Steinhaus liefert die gleichméfige Be-
schrianktheit von Sy in C([a, b]; B(X)).
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6 Regularitidt von Cy-Halbgruppen

(i) T ist differenzierbar;

(ii) es existieren Konstanten a € R und b,C' > 0 mit
Yap ={2€C: Rez > a—blog|Imz|} C p(A4) (6.1)
und

(A — A7 < C|Tm)|, VA€ Xup, Red < w. (6.2)

T ist genau dann parabolisch, wenn es zu jedem b > 0 Konstanten a, € R, C, > 0
gibt mit X, 5 C p(A) und (6.2) gilt mit Ch.

Proof. (i) = (ii): Sei also T' differenzierbar fiir ¢t > t,. Betrachtet man die skalierte
Co-Halbgruppe e T'(t) dessen Erzeuger A — \ ist, so folgt fiir e M7T'(¢) gemiB (2.5)
die Identitét

e M () — 2 = (A — )\)/0 e MT(s)ds
bzw.
My —T(t)r = (A — A) /t AMNIT(5) ds =: (A — A)By(t);

es gilt Bi(t) = T(t) + ABx(t) € B(X). Differenzieren wir die obige Identitdt nach
t > 0, so erhilt man

AeMe — AT (Hx = (A — A)B\(H)z, Vre X

= B\(t)(A— A)z, Vx e D(A) (6.3)

fiir alle A € C. Daraus erkennt man: Ist A\e* € p(AT(t)), d.h. C(t) = XM — AT(2)
ist bijektiv in X, so gilt

r=AN—-A)B\t)C ' t)x, VreX, z=B\®)C't)(N\- Az, VreD(A.

Somit ist B (¢)C~!(¢) Links- und Rechtsinverse von A — A, d.h. {\ € C : \eM €
P(AT(1))} C p(A) brw.

o(A) c{r e C: M e a(AT(1))}.

Setzen wir noch a(t) = |AT(t)| und beriicksichtigen, dass AT'(t) ein beschrankter
Operator fiir t > t, ist, dann gilt

o(A) C{AeC: M eca(AT(t)} C{N € C: | M| < alt)}
C{NeC:|Tm) <e M Ma(t)}
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6.2 Differenzierbarkeit

und daher
p(A) D {X € C:log|ImA| > —Re At +log(a(t))}
1 1
D{AeC:ReA > glog((l +d)a(t)) — glog TmA|} =%

fir alle § > 0. Setzt man b = 1/t und a = blog((1 + d)a(t)), so findet man die
Menge X, , wieder. Als néchstes zeigen wir die Resolventenabschétzung (6.2). Dazu
multiplizieren wir die Gleichung (6.3) von rechts mit der Resolvente,

R\ A) = Xt ™MAT () R(N, A) + X re ™M B ().

Abschétzung fiir A = o + o7 liefert
t
(RO A)| = [ATle™ Y (a(t) | R(N, A)] + [T(1)]) + | / ™M1 (s) ds|
0
t
< |t e a()| RN, A)| + ||| T(t)] + | / e T (s) ds|.
0

Fiir A € ¥, d.h. to > log(1+8)+log(a(t))—log|7|, haben wir |7|ta(t)e™" < (1+4§)~!
und daher die Abschétzung

o T(t)) ' omo)s
RO\, A)| < (14 6) |R(A,A)|+W+M/O =03 g

Me¥

< (1 + 5)_1|R()\,A)| + m

+ Mte“ o,
falls SRe\ < w. Diese Abschatzung ergibt unter Benutzung von \ € ¥ weiter

1+ g wt 1 efat
146 | 7] . kd )
) (14 8)a(t)|7] (14 d)a(t)

1+6 ot t
< 20 ppet ( ¢ + ) 7|
e

Me*t

<

J

Mes »
= 3a) ((1+5)a(t) +t> 7l = Clrl

Dies zeigt (6.2).
(11) = (1): Die Idee besteht darin den Operator

S(t) :== L /F eMR(N, A) dA

 2mi
zu untersuchen, wobei ' =T'_ U{z € C:Rez =a, —1 < TJmz < 1} U, mit

' ={z€C:-c0<Rez<a,Imz <1, Rez=0a—blog(Imz)},
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'y ={2€C: -0 <Rez<a, Imz>—1, Rez =a — blog(—Imz)}

eine orientierte Kurve (Orientierung: von der unterer Halbebene zur oberen Halb-
ebene) in C bedeutet. Hier wurde 0.B.d.A. angenommen, dass w < a gilt. Wenn
nicht, dann #ndert sich die Kurve {z € C : Rez = a, —1 < TJmz < 1} zu
{2z € C: NRez = ap, —cp < TImz < ¢} mit ¢g = e~/% und einem ay > w. Die
beiden anderen Kurven éndern sich dementsprechend. S ist wohldefiniert, d.h. das
Integral konvergiert aufgrund der Abschéatzung

I c 2 >
St < — “a__—  dr+—C Rt 71 g
| ()|_27r/16 Re\ — w T+2’/T /1 e lrldr
at at o
= ce + « / e bt1o8(m) - g
2n(a —w) 7w J4
at at 00
=3 (e ¢ )+ce / 7 dr < 0o, t>2/b.
m(a —w T )

S ist sogar differenzierbar fir t > 3/b, wie eine dhnliche Abschitzung zeigt, da

omi

1
S'(t) = — / eMAR(N, A) d.
r
Ferner gilt fiir ¢ > 3/b auch S’(t) = AS(t), da

1 1
S'(t) = —/e)‘t d\ + T/e”AR()\,A) d\, t>3/b,
r r

211 v

und e* holomorph in C ist. Fiir z € D (A?) gilt nun

R\, A)x = %AR(/\, Az = %(I + R(\, A)A)z
= A1z 4+ A 2Ax + ATPR(\, A) A%

Folglich existiert S(t)x fiir alle t > 0, falls x € D (A?), da in obiger Abschiitzung

sich der Integrand 77%*! zu 7=%~1 sindert und dieser fiir alle ¢ > 0 integrierbar iiber

[1,00] ist. Nun gilt fiir u(t;z) = S(t)z mit z € D (A43), dass Au(t) € D (A) und
u'(t) = Au(t), ¢t>0, u(0)=u=x.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung muss T'(t)x = S(t)z fiir alle t > 0, x € D (A3)
gelten, und da D (A?%) dicht in X liegt, folgt T'(t) = S(t) fiir ¢ > 3/b. Daher ist T
differenzierbar fiir ¢ > 3/b.

Die letzte Behauptung folgt aus dem obigen Beweis. Im ersten Beweisabschnitt
haben wir den Zusammenhang

Me+t et
b=1/t, a=>0blog((1+d)a(t)), C= 0 ((1 )] —i—t)
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gesehen, wobei ¢t > to gelten musste, d.h. aber 0 < b < 1/t, falls t5 > 0. Ist nun
to = 0, so bekommt man jedes beliebige b > 0. Im umgekehrten Fall sieht man
aufgrund der Bedingung ¢ > 3/b mit b > 0 beliebig (grof}), dass Differenzierbarkeit
fiir alle ¢ > 0 besteht. 0

Eine ,einfache hinreichende Bedingung* fiir Differenzierbarkeit enthélt das folgende
Korollar.

Korollar 6.2.1. Sei T € S(X) mit Erzeuger A und sei

¢ = limsup log(|7])|(iT +w — A) ™| < o0,

|7| =00

wobei w > wo(A). Dann ist T fir t > 3c differenzierbar. Ist ¢ = 0, dann ist T
parabolisch.

6.3. Analytische Halbgruppen

Sei T eine parabolische Cy-Halbgruppe mit Erzeuger A. Wir kénnen 0.B.d.A. T" €
S(X, M,0) annehmen, da ansonsten S(t) = e “'T(t) fiir T € S(X, M,w) betrachtet
werden kann. Die Grofie

V() = |AT @), t>0
ist stets endlich und nach rechts bechriankt, denn
At +h) = [AT(t + )| < [AT@)|IT ()] < MA(D),  t,h>0

ist erfiillt. Fiir ¢ — 0 wird v(¢) im Falle eines unbeschrankten A stets singulér; es
gilt sogar fol v(s) ds = oo. Dazu betrachten wir

IT-AA—A)t=-AN-A)"' = —A/ e MT(t)dt, >0,
0
und erhalten die Abschitzung/Konvergenz

1 00
17— A\ — A)7Y g/ y(t)e_MdtJrv(l)M/ eMdt — 0,
0 1

A—00
falls fol 7(t) dt < oo gilt (Lebesgue dominierende Konvergenz wurde benutzt.). Dies

impliziert jedoch By := A(A — A)™' — I fiir A\ = oo in B(X). Dann wire jedoch
(A — A)~! fiir hinreichend grofie A > 0 invertierbar, da fiir By ' die Abschiitzung gilt

B =1+ [Bx—1I)7" <) I - By} <.
k
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6 Regularitidt von Cy-Halbgruppen

Dies steht im Widerspruch zur Unbeschrinktheit von A.

Die einfachste nicht-integrierbare Funktion iiber (0,1) ist 1/t; sei also

AWt = [AT(1) < =, >0 (6.4)

angenommen. Dann ist T sogar analytisch fortsetzbar in einen Sektor

Ay ={z € C\{0} : [arg(2)[ < ¢}

Dies folgt aus der Reihe

T(t+s) = is "o +iS'ATt/n

n! dt” n!
n=0
die konvergiert, falls
W |s|™, M nn M
lim sup ﬂ(—n)” = hm sup { | |6 <1

gilt?, d.h. |s| < ¢/(Me) bzw. fiir z = s+t = re’# die Bedingung |z/t — 1| < 1/(Me).
Minimierung iiber ¢ > 0 fiihrt auf ¢t = r/cos(¢) und damit sin(¢) = 1/(Me). Fiir

jeden kleineren Sektor, also fir z € A, mit ¢ < ¢ = arcsin(1/(Me)), ist T'(z)
beschrankt,

T(2)] < [T(0) +Z’z;—!t|n\AT(t/n)]” < 1)+ 30 M/t -1y

n=1 n=1 n!
<|T(¢ H—Z Me|z/t —1])" |+Z Me|sin(p
n=1
Me|sin(y)
= |T'(¢ < 00,
| <)’+1—Me|sin(g0)| >

Man erkennt ebenfalls, dass fiir T € S(X, M, 0) wir die gleichméBige Beschranktheit

T(2)] < M, <M+ % fiir alle 2 € ¥, erhalten. Weiterhin besitzt T auch

die Halbgruppeneigenschaft fiir z € ¥, U {0}. Dles sieht man wie folgt:
Fixiere t > 0 und betrachte die Abbildung

Yy U{0} 22— T(t)T(2) € B(X),

welche analytisch ist. Nun gilt T'(¢)T(z) = T(t + z) fir z > 0. Der Identitétssatz
fir analytische Funktionen liefert T'(¢)T(z) = T'(t + z) fur alle z € ¥,. Als néchstes
fixiere z; € X4 und betrachte die Abbildung

Yo U{0} 32— T(2)T(2) € B(X),

2Benutze die Ungleichung nle™ > n"™, n > 1.
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welche wieder analytisch ist, sowie T'(z1)T(z) = T(z + z) fir alle z > 0. Der
Identitétsatz zeigt wieder T'(z1)7T'(z) = T'(21 + 2) fir alle z € ¥4 und damit auch fir
alle z; € Y.

Als letztes zeigen wir, dass T(z) stark gegen I fiir 2 — 0 mit 2 € X,. Sei dazu
z € X und € > 0. Dann existiert aufgrund der starken Stetigkeit von {T'(¢)};>0 ein
ho = ho(e) > 0, so dass |T'(h)x — z| < 5M%0 fir alle 0 < h < hy. Damit gilt nun fiir

Z € E_¢
T(2)x — 2| < |T(2)(x = T(h)x)| + [T'(h+ 2)x — T(h)z| + |T'(h)z — z|
< |T(z)|eML¢ FIT(h + )2 — T(h)a| + gM%,
<t [T(h+ 2o — T(h)a| + e—

M,

<2+ |T(h+2)x —T(h)x|.
Die Abbildung z — T'(h + z) € B(X) ist analytisch in einer Umgebung von z = 0
(0 < A!) und somit |T(z + h) — T'(h)| < elz|™! in B(X) fiir 0 < |2| < hy(g) mit
geeignetem hy > 0. Damit haben wir fiir 0 < |z| < hy(¢) die Abschétzung

T (2)r — x| <2+ |T(h+ z) —T(h)||z] < 3e.

Es ist klar, dass T'(2) X C D (A) fiir z € 3, gilt, da

o o t n
A7) < 3 B ar e/ + 1) < oo,
n=0 ’

wenn man z.B. die Ungleichung n!(2¢)"* > (n + 1)"*! benutzt.®> Sei nun T holo-
morph auf A, und besitze die obigen Eigenschaften, insbesondere |T'(z)| < M, auf
jeden kleineren Sektor A_g,, © < ¢, also gleichméfBig beschrinkt. Ein solches T nennen
wir analytische /holomorphe Halbgruppe, genauer

Definition 6.3.1. Eine Familie von Operatoren {T'(2)}.es,uq0y C B(X) wird ana-
lytische/holomorphe Halbgruppe (mit Winkel ¢ € (0,7/2)) genannt, falls

(i) T(0) =1 und T(z1)T(22) = T(21 + 22) fir alle z1, 21 € Ly;
(11) die Abb. z — T'(z) ist analytisch in Xy;
(iii) lim.es, .0 T(2)r = @ fiir alle v € X und 0 < ¢ < ¢.

Gilt zusitzlich |T(z)] < M, mit einem M, > 1 fir alle 2 € S, 0 < ¢ < ¢, so heifst
T beschrinkte analytische/holomorphe Halbgruppe.

3Induktionsschritt: (n+ 1)!(2e)"*2 > (n+1)2e(n+1)"*!
(n +2)"+2.

e 2 n
= TG T (2" >
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Beriicksichtigt man, dass 7" analytisch und beschrinkt in A, ist und e=** ebenfalls,
so bekommt man

A=A = / e MT(t) dt = / e M (1) dt.
0 0

Denn fiir den Fall ,,e™* gilt nach dem Integralsatz von Cauchy
1 —Az
0=— [ T(2)e¥dz
211 T'r

mit der orientierten Kurve ' := ', UT% U T4, definiert durch

I,={2€C:2=t0<t<R},

F%:{ZGC:z:Rew, 0<6 <y},

% ={2€C:2=(R—1t)" 0<t <R}
Beachten Sie, dass

® 4 i , ® ' )
’ T(Z)ef)‘z dz‘ — ’/ T(Reze)efAReeRieze d¢9| < / RlT(RezQ)‘emee(Ae 0) do
Iy 0 0

® .
< M, / Re~ 0 gy, 0,
0

R—o0
sofern nur Re(Ae) = |\ cos(arg(A) + 0) > ¢ > 0 fiir 0 € [0, ] und somit

Re—\MRcos(arg(/\)—i-e) < R€—|)\|Ra —5 0.
R—o00

Dies ist immer dann erfiillt, falls arg(\) € (—n/2,0], was
—7m/2 <arg(\) <arg(\)+0 < p<7/2

impliziert und damit e = min{cos(arg(\)),cos(¢)} > 0. Fiir den Fall ,e~"** muss
daher arg(\) € [0,7/2) gelten. Es folgt die Abschétzung

’()\ _ A)—l, < M(P /OO 6_t|)\|cos(arg(/\)i90) dt =
0

cos(arg(A\) — ) arg(A) € [0,—7/2)

fir Re A > 0 bzw. fiir A = r +is € ¥/, die Abschéitzung

c c
< — \vd R\{O 0.
s S e e RO >

erp = {cos(arg()\) +¢) arg(\) € (=71/2,0]

(A=A <

E. Hille war der Erste, der gesehen hat, dass diese Abschéatzung bereits hinreichend
fiir die Erzeugung einer parabolischen Cy-Halbgruppe mit (6.4), also einer analyti-
schen Halbgruppe ist.
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Theorem 6.3.1. Sei A: D(A) C X — X ein linearer, abgeschlossener und dicht
definierter Operator im Banchraum X. Dann sind dquivalent

(a) A ist Erzeuger einer beschrdnkten parabolischen Co-Halbgruppe T mit

AT < ¥

. V>0 (6.5)

(b) A ist Erzeuger einer beschrinkten analytischen Halbgruppe T';
(c) {IN€C:ReXA >0} =X,5 C p(A) und es gibt ein C' > 1, so dass

|(r +is —A)_1| < g

e Vr > 0,s € R\{0}; (6.6)

(d) —A ist sektoriell mit Winkel ¢_4 € [0,7/2), d-h. Xr_y_, C p(A) und fir alle
0 €(0,m/2 —p_a) gibt es ein C' = C'(§) > 1, so dass die Abschitzung

|)‘(A - A>_1| < Olu VA€ E7r/2-i—5 (67)
qgilt.

Bemerkung 6.3.1. Im Gegensatz zu Hille-Yosida ist bei den obigen Resolventen-
abschéatzungen die Grofle der Konstanten C;C” > 1 nicht wichtig bzw. es miissen
nicht alle Potenzen der Resolvente abgeschéitzt werden. Insbesondere sind sektori-
elle Operatoren mit Spektralwinkel kleiner 7/2 Erzeuger von Cy-Halbgruppen, d.h.
diese erfiillen die Resolventenabschétzungen (3.5) des Hille-Yosida Theorems 3.3.1.

Proof. Wir haben bereits (a) = (b) = (c) gezeigt. Die Implikation (¢) = (d) folgt
im wesentlichen durch eine Reihenentwicklung. Doch zuvor folgendes Lemma.

Lemma 6.3.1. Sei A: D (A) C X — X ein abgeschlossener Operator mit nichtlee-
rer Resolventenmenge p(A). Dann gilt

(i) a(R(Xo, A)\{0} = (N\g —o(A)) 7! := {Aol_w :u € o(A)} fir alle Ao € p(A);
(ii) ein analoges Resultat gilt fir die Spektren o,(A), 04pp(A) und o,.(A);
(111) fir jedes \g € p(A) gilt die Abschditzung

1 1

dist(Ao, o(A)) = "(ROw, A)) — TROw,A)[

Proof. Sei pp € C\{0} und Xy € p(A). Dann gilt

(1= R(Xo, A))z = ((ho — A) = I)R(Ao, A)z

(1
u(ho — 1] — AR, Az, z€ X
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= RN, A)([Mo — ] = A)z, 2 €D(A).
Diese Identitét zeigt
N (= R(x, A) = N ([ — 2] - 4),
R (1= R0, A)) = R (2o = 2] = 4)
Die erste Relation liefert p € o,(R(Xg, A)) genau dann, wenn [A\g — l%] € o,(A).
Fiir das approx. Spektrum wird nur der Fall betrachtet, dass das Bild nicht abge-

schlossen ist, da im Falle von Nicht-Injektivitat wieder die erste Identitdat benutzt
wird. Die zweite Relation 1iefert nun: R (u — R(X, A)) ist nicht abgeschlossen ge-

nau dann, wenn R ( [\ — =] — A ) nicht abgeschlossen, d.h. aber p € 04,,(R(\g, A
pp

genau dann, wenn [\ — l%] € oup(A). Fiir das residuelle Spektrum wird auch

wieder die zweite Identitét benutzt, da R (u — R(Ag, A)) # X genau dann, wenn
R (u— R(Xo,A)) # X. Damit ist (i) gezeigt und wegen o(A) = 04p,(A) U 0, (A)
auch (7).

Die letzte Behauptung folgt direkt aus (7). ]

Die Abschétzung (6.6) kombiniert mit dem Lemma 6.3.1 liefert
1
5|3| < dist(r +1is,0(A)) Vr>0,s e R\{0},

d.h. aber iR\{0} C p(A). (Angenommen isy € o(A). Dann wihle zu r + isq einfach
r < 1/C|so| — ein Widerspruch.) Es gilt ebenfalls die Abschéitzung (6.6) aufgrund
der Stetigkeit der Resolvente. Sei nun p € {R\{0}. Betrachte die Reihenentwicklung

A — ) (p— A"

WE

(A= A)" = (- A)"

I
=)

n

Die Reihe konvergiert wieder, falls |A\/u — 1| < 1/C gilt, d.h. mit A = Re*i("/2+9)
und g = re*™/2 r = R/ cos(d), erhilt man die optimale Bedingung

I\ p— 1] = | sin(8)] < 1/C = sin(¢).

Also lésst sich (A—A) "t auf ;015 = {2z € C: |arg 2| < 7/24 ¢}, ¢ = arcsm(l C),
fortsetzen und damit ¢_4 = 7/2 — ¢. Auf jedem kleineren Sektor Z,r/gﬂg, < ¢,
haben wir die Abschétzung

1 < C 1
L= [Ap=1C 7 [p| 1= [Ap-1|C
1 Chcos(s) _C
AL = [sin(9)[C AP

(A=A < (= A7

VA€ Xr/ays,
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£im/249) € 3 n 15 wir wieder p = Re*™?2/ cos(§) gewihlt haben.

wobei zu A = Re
Als letztes haben wir (d) = (a) zu zeigen. Wir definieren nun

- L / MO — A)TdA, >0, (6.8)
r

() 271

wobei I' =T UT'r U F;’j den folgenden orientierten Weg bezeichnet

ro> = {zeC:z =TT o < < R},
Tr={2€C:2=Re" —71/2 -0 <0 <7/2+ ¢},
[f={z€C:z=r"*"%) R <r<oo}.

Die Wahl von R > 0 und ¢ € (0, ¢) ist dabei unerheblich. Aufgrund der Abschéitzung
und der Wahl R =1/t

C w/2+¢ ‘e)\t’ 0 ’ At’
|T(t)|§—‘p/ Rd0+—/
T Jo RY IAI

C /24 Rcos( )t 00 orcos (m/24p)t
= —‘p/ RdO + l/ —dr
s R T Jr T

C w/2+p C 00 )
= —‘p/ elteosOt qp 4 i/ e_rtsm("o)(rt)_1 d(tr), R=1/t,
T o

7/24¢ 00 '
_ % / ceos0) gp 4 Ce / e—55) g1 g < M,
T Jo T )i
existiert das Integral stets, d.h. {T'(¢)}+>0 C B(X). Ebenso sieht man, dass

d C /24 C 00
—T(t)| < —‘P/ |eM|R df + —¢/ leMdr, R=1/t
T Jo T JR

dt -

w24 00
_% / 7 eos0) g 4 / ortsine) g, | <« M1
mt 0 1 -1

erfiillt ist, d.h. T" ist parabolisch und (6.5) gilt. Schliellich ergibt sich

T'(t) — AT(t) = QL /F()\ A (A= A) My = 2% /F M dt =0

(X

fiir alle £ > 0 und wegen 5~ fr N “d\ =1 gilt ebenfalls die Cy-Eigenschaft (auf der
dichten Teilmenge D (A) C X von X), denn

1 1
T o - At . A -1 =
(t)x — =z 2mi /. eM (A ) )\):v d\
1 eAt .
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1 e —1 1

2—7” 3 (A —A) Az d) + 9 )\()\—A)_lAmd)\
1 [eM—1 .
Das Integral 5* 57 fr s(A—A4)” LAz d)\ verschwindet aufgrund Cauchy’s Integralsatz.

Fiir die geschlossene (orientierte) Kurve Ky :=T' ;L Ul'pU F;L UTL mit L > R und
[L={2eC:2=1Le" —1/2—p <0 <71/2+ ¢} gilt

1 1
0=— —~(A— At Az d),
21 J, A
sowie
1 1 7/24¢ !
lim |— ()\ A Az d) < lim —/ ngQ—O
L—oo 271 Jpr A L=oo 27 ) /o, L

Die obige Grenzwertaussage folgt aus Lebesgue’s dominierender Konvergenz, da zum
einen [eM — 1]/X — 0 fiir t — 0 gilt, und zum anderen wir die Abschitzung

A 1 1 tRe A 1 tR
(- A)—le’ < %C’Mﬂ |+A|€2 C'lAz], NeT,t>0
haben, wobei natiirlich % iiber I' integrierbar ist.

Zum Schlufl wird die Halbgruppeneigenschaft gezeigt. Wahle dazu zwei Kurven I’
(siche oben mit R = 1) und I, so dass I'NI" = @ und [" = I' 4+ ¢ mit einem ¢ > 0.
Dann gilt fiir s,¢ € R, (Fubini wird angewendet!)

271

T(t)T(s) = L./Fe“tR(,u,A) du % // eMR(N, A) dA

271@) / "' e R(p, A)R(A, A) dX dps
oo | [ RO )~ Rl ) r
= 2% /F e Ry, A) (2% /F | ;_MM d)\) du
t
- [ ROA) (271” / )\e—ud”> dA.

Cauchy’s Theorem liefert

e)\t . eut
d\ = e, / dp =0
/1“')\—M rA— [

und somit ist T'(¢)T(s) = T(t + s) gezeigt. O

(
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Die Resolventenabschitzung (6.7) ist i.a. nicht einfach zu verifizieren. In Analogie
zum Lumer-Phillips Resultat 148t sie sich mit Hilfe der Dualitédtsabbildung verein-
fachen.

Theorem 6.3.2. Sei A:D(A) C X — X ein linearer und dicht definierter Opera-
tor im Banachraum X. Dann sind dquivalent

(i) A ist Erzeuger einer analytischen Halbgruppe T auf dem Sektor ¥4, ¢ €
(0,7/2), mit

T(z)| < M, VzeXg, 0€(0,0) (6.9)

(1)) R((Ao—A)) = X fir ein \o > 0, und zu jedem x € D(A) existiert ein
x* € F (x) mit

tan(f) - |Jm (x*, Az)| < —Re (z¥, Ax). (6.10)

Proof. (i) = (ii): Die erste Eigenschaft ist nach Lumer-Phillips klar; ferner ist nach

demselben Satz der Erzeuger e*A der Cy-Halbgruppe S(t) = T'(te*) dissipativ.
Es gilt also

Re (v*, e Az) <0, Vo eD(A), (6.11)

wobei z* € F (x) so gewéhlt wird, dass obige linke Seite minimal wird. Diese Un-
gleichung ist dann dquivalent zu

+ tan(f)JIm (¥, Az) < —Re (2", Az), Vr e D(A)
d.h. (6.10) ist gezeigt.

(i) = (i): Aus (6.10) folgt, dass A dissipativ ist. Der Satz von Lumer-Phillips lie-
fert die Existenz der von A erzeugten Cy-Halbgruppe {T'(t)}+>0, die insbesondere
beschrénkt ist (w = 0); folglich gilt sogar R (A — A) = X fiir alle A € ¥, /5. Betrach-
tet man 3,0 3 X = pe™®, p| < 60 < /2, so erhilt man

R (ji—c#4) = X, |p| <0, p>0,

und die Aquivalenz der Ungleichungen kombiniert mit tan(y) < tan(6) fiir alle || <
0 zeigt die Dissipativitit von e A. Der Satz von Lumer-Phillips liefert die Existenz
der von €'? A erzeugten Cy-Halbgruppe, die beschriinkt ist und durch T'(te*?) gegeben
ist (Eindeutigkeit!); da X =R (/\ — eﬂeA) sogar fiir SRe A > 0 richtig ist, folgt

X=R(A—e"A) =R (AT’ —A), VA€, ),

d.h. aber R ({ — A) = X fiir alle { € ¥;/545 mit einem § > 0. Um die Holomor-
phie von T" nachzurechnen, zeigen wir die Ungleichung (6.6), wobei wegen des eben
gezeigten nur die Ungleichung

(A= A)z| > CHA, A€, z€D(A)
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verifiziert werden muss. Sei also + € D (A) und betrachte sogar A € ¥ /,,\{0}, d.h.
A =o+iTmito > 0, |7| # 0. Dann gilt fiir jenes * € F (), welches die Ungleichung
(6.10) erfiillt,

(A= a2 > (", (A= A)a)[* = [Aa] = (@7, Az) [
= [APJx|* = 20|z|*Re (¥, Az) — 27|z|*Tm (z*, Az)
+ (Re(z*, Az))? + (Jm (z*, Ax))?
> |AP|z|* 4+ (Re(z*, Ax))? — 27|x[*Tm (z*, Az) + (Im (z*, Az))?
> |AP)z]* = 2|\||z[*Tm (2*, Az) + (1 + tan(0)?)(Im (z*, Az))?
> [APlf* = [AP|2]*(1 + tan(6)?)* = sin(6)*[A]*[x|".

Daraus schliessen wir C' = sin(f) in obiger Ungleichung. O

Beachten Sie, dass tan(f) > 0 in (6.10) nur irgendeine positive Konstante darstellt.
Es folgt ein abstraktes aber wichtiges Beispiel.

Korollar 6.3.1. Sei A : D(A) C H — H ein normaler Operator im Hilbertraum
H (Dies impliziert sofort, dass D (A) dicht in H ist, sowie ebenfalls die Dichtheit
von D (AA*) =D (A*A) in H.) mit

o(A) Cc{ze€C:|arg(—2) <d}, o<m/2

Dann erzeugt A eine beschrdankte analytische Halbgruppe.

Proof. Zur Erinnerung: A heifit normal, falls AA* = A*A, was D (AA*) = D (A*A)
beinhaltet. Damit ist ebenfalls die Resolvente (A—A)~! normal, da (A—A)(A—A)* =
(A — A)*(\ — A) gilt. Fiir normale beschrinkte Operatoren N gilt nun |[N"| = |N|"
und damit r(N) = |NV|. Dies sicht man so: Es gilt | N| = |[N*| aufgrund von

|Nu|* = (Nu|Nu) = (N*Nu|u) = (NN*u|u) = |[N*ul.
Weiterhin haben wir [NN*| < |N|? und

INN*| = sup sup |v| < 1(NN*ulv) = sup sup |v| < 1(Nu|Nv) > sup |Nu|®> = |N|*.
lul<1 lul<1 lu|<1

Dies impliziert zusammen |[NN*| = |N|%. Damit kann man zeigen, dass auch
[N"[* = |(NN*)"| = [N"(N")| = [NN*|" = | N|*"
gilt. (Beachte, dass (NN*)(NN*) wieder normal ist etc.)

Zuriick zur Resolvente, die ja normal ist, also |R(\, A)| = r(R()\, A)). Aus der Re-
solventenidentitat

R((€ =N R A)) == =) = (£ = N)’R(E A)
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folgt nun & € p(A) genau dann, wenn (£ — X\)~! € p(R(N)), bzw. £ € o(A) genau
dann, wenn (£ — \)~! € o(R())). Letztere Aussage impliziert

FROLVA) = s Jd= s 6= A= sup [ — A"
§€a(R(NA)) (=N "tea(R(AA)) §€a(A)

und daher

[R(N,A)| = r(R(\, A)) = sup [¢—A[T", VA€ p(A).
£€a(4)

Schranken wir uns auf A = r +i7, 7 € R\{0} und r > 0, ein und vergroBern o(A)
durch C\X,_; (Beachte o(A) C {z € C: |arg(—z) < ¢} mit einem 0 < 7/2.), so
konnen wir die rechte Seite weiter abschitzen

1 1
A — I <
|R(ir, A)] S € —ir| dist(ir, o(A)) = dist(ir, C\Sy_s)

= %, r#0, C:=tan(r/2—05)"".
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KAPITEL 7

DIE INHOMOGENE GLEICHUNG

Wir betrachten wieder das inhomogene Cauchy-Problem

d
%u(t) + Au(t) = f(t), t>0,
u(0) = .

(7.1)

Wir wissen bereits, dass die mogliche Losung durch

u(t) =T(t)x + /o T(t—s)f(s)ds

gegeben ist. T'(t)z mit z € X ist fiir jedes t > 0 die starke Losung des homogenen
Problems, wenn 1" parabolisch ist. Wir haben also

T()a € C=((0,00); X) N C([0,00); X), T(t)r € Du(A), Vit > 0.

7.1. Die inhomogene Gleichung in C*

Als erstes studieren wir die obige Gleichung in C%, d.h. wir interessieren uns fiir die
Regularitéit von u, falls

feCy ;X)) :={veC(J;X): sup|v(t)| + [v]as < 0}

ted
mit J =1[0,T], T < oo, bzw. fir J =R,
f€BUCY(R;; X) :={v € BUC(R;; X) : [v]o < 00}

wobei

v(t) —v(s
= s I <o) o= s @€ 0)
s—t|>0,s,te
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7 Die inhomogene Gleichung

und

BUC.(R,; X) := {v € BUC’(R,; X) : v ist stetig differenzierbar mit
v' € BUCY(Ry; X) und [v'], < 0o}

Die obigen Rdume werden zu Banachriumen mit den Normen
[olla == sup [o(t)] + [Vl (V)10 = maxsup [v9 ()] + [v']a,s,
teJ J=0.1 teg
d.h. (BUC,(Ry; X), |- |lo) und (BUCL(R; X), || - |l1.a) - Eine typische parabolische
Regularitét fiir u wére
Z*(J) := BUCL(J; X) N BUCY(R,; X ),

wobei X4 = (D (A),|-|x,) und |- |4 die Graphennorm bezeichnet. Im folgenden sei
A ein sektorieller Operator mit Winkel ¢4 < 7/2, also insbesonder Erzeuger einer
beschrénkten analytischen Halbgruppe T' € S(X, M’,0) und damit |AT(¢)| < M/t
fiir t > 0. Fiir das folgende Theorem wird f(0) vorausgesetzt, so dass wir folgende
Zerlegung benutzen

f@) = 1f(t) = a®)T () f(O0)] + a@®)T(t)£(0) = g(t) + h(t).

Hier ist a« € BUC™ (R, ) mit a(0) = 1, z.B. a(t) = e~*. Weiterhin gilt nach Definition
g(0) = 0 und g € BUC?(R,; X). Wegen der Linearitit der Gleichung zerlegen wir
u in drei Anteile,

ult) = uolt) +0(0) + 0 (0), w(®) =T, v(O) = [ Tl = s)als)ds

und

t t
w(t) = / T(t—s)a(s)T(s)f(0)ds =a(t)T(t)f(0), a(t) = / a(s) ds.
0 0
Zuerst diskutieren wir die Regularitidt von ug. Ist z € X, so wissen wir
up € C((0,00); X)NC(R; X), wup(t) € Doo(A), Vt> 0.

Damit ug mehr Regularitéit in ¢ = 0 besitzt, d.h. mehr als C(Ry; X), muss z € X
etwas besser sein. Betrachte dazu

luo(t + h) — uo(t)| = [T(X)[T'(h) — IJa| < M'|T(h)z — x| = M'|ug(h) — uo(0)],

fir alle ¢, h > 0. Daher gilt uy € C*([0,%0]; X) mit ¢, > 0 genau dann, wenn wug €
BUC?(R,; X) bzw. genau dann, wenn eine Konstante c,(x) > 0 existiert, so dass

T (h)x — x| < co(z)h®, Vh>0.

Dies gibt Anlass zu folgender Definition.
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7.1 Die inhomogene Gleichung in C*

Definition 7.1.1. Sei A ein sektorieller Operator in einem Banachraum X mit
Winkel 4 < 7/2, und sei o € (0,1). Der Raum D 4(«, 00) ist definiert durch

Da(a,00) ={z € X : [2]a,00 :=suph™ T (h)x — z| < c0}.
h>0

Wird D 4(a, 00) mit der Norm
|%|a0 = |2] + [2]a0
versehen, so ist D (o, 00) ein Banachraum. Ahnlich definiert man fir k € N

Du(k+a,00) = {z € D(A*) : Az € Du(a, 00)}.

Mit obigen Untersuchungen und den Abschétzungen

sup [uo(1)| = sup |T(t)z] < M'Ja],
t>0 t>0

sup[ug(t)]a,co = supsup h™*|T(t + h)z — T'(t)x|
>0 >0 h>0

< M'suph™¥|T(h)x — x| = M'[2] 4005

h>0

folgern wir

Proposition 7.1.1. Sei A ein sektorieller Operator in einem Banachraum X mit
Winkel o4 < 7/2, sei v € (0,1), und sei Jo = [0,t] mit einem ty > 0. Dann sind
folgende Aussagen fiir die homogene Losung ug = T'(t)x von (7.1) dquivalent

o uy € C*(Jo; X);
e uy € BUCY(R,; X);
e v € Dy(a,00).

Dann existiert ein Cy oo(A) > 0 mit
[wolpuco e, x) T Stgg’ |to(t)] a0 < Claool]ao0-
Als Konsequenz erhalten wir weiter
uy € BUCL(Ry; X) & up € BUC,(Ry; X4)
bzw.

u € Z%(Ry) <  x€ Dy(l+ a,00).

Natiirlich sind andere Charakterisierungen/Beschreibungen (Normen) des Banach-
raumes von Interesse, gerade in den Anwendungen fiir konkrete Operatoren A. Daher
sei ohne Beweis die folgende Proposition erwahnt.
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7 Die inhomogene Gleichung

Proposition 7.1.2. Sei A ein sektorieller Operator in einem Banachraum X mit
Winkel ¢4 < 7/2 und sei o € (0,1). Dann sind folgende Aussagen fir x € X
dquivalent

o v € Dy(a,0);

o [o], s = suppug AT (t)2] < oo;
o (o]l o = supyug A A(A + A)La] < oo;

o 2 € (X, XA)ao00-

Hierbei bezeichnet (X,Y )p, mit 0 € (0,1) und p € [0,00| die reelle Interpolati-
on zwischen den Banachrdumen X und Y der Ordnung 0 und dem Ezponenten p

(Triebel).

Bemerkung 7.1.1. Es sei erwidhnt, dass die obigen Propositionen auch im Falle der
kleinen Holderriaume giiltig sind, d.h. man ersetze C*(J; X), BUCY(R,; X) durch

() = {v € Co(J) 0<|£ggﬁow — oy,
buc(R,) = (v € BUCY(R,) s | fim =2 gy

und D 4(cr, 00) durch

D4(a,0) :={z € Dy(a,00) : hlirﬂo h=*|T(h)x — z| = 0},

sowie in obiger Propostion < oo durch 0.

Zuriick zu unserem Cauchy-Problem. Die Regularitéit von w(t) = a(t)T'(¢)f(0) sei
kurz diskutiert, wobei zuerst nur f(0) € X gelte. Aufgrund von

w'(t) = a(t)T(t)f(0) + a(t) AT (t) £(0),
und der Regularitit/Figenschaften der Funktion a sieht man sofort, dass
sup [w(t)] < M"sup|a(t)]]f(0)],
>0 t>0
a

t
sup |Aw(t)| + sup [w'(t)] < M"sup|a(t)||f(0)| 4 2M Sup—)|f(0)| < 00,
>0 >0 +>0 t>0 t

da
a(t)AT(t)| < v ind tim X g @O
t t—+0 t—+0 1

Dies zeigt auch w' € C(R,;X), also insbesondere die Stetigkeit in ¢ = 0. Um
mehr Regularitét fiir w zu bekommen, muss f(0) € X besser sein. So ist w' €
BUC?(R,; X), falls £(0) in D4 (a, 0o) liegt. Aus obiger Ableitung findet man némlich

/) M (o ) + 31 (509 Ja0)] + s a0 ) /O

teRy
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7.1 Die inhomogene Gleichung in C*

Daher hat man fiir f(0) € Da(a,00) die Regularitit w € Z*(Ry). Als letztes
beschéftigen wir uns mit der Regularitdt von v, wobei wir uns nur fiir kompakte
Intervalle Jy = [0, to] interessieren. Es gilt nun

Theorem 7.1.1. Sei A ein sektorieller Operator im Banachraum X mit Winkel
pa <7m)2, Jo=1[0,t0] und o € (0,1). g in C*(Jo; X) = {h € C*(Jp; X) : h(0) = 0},
so ist v = fg T(t — s)g(s)ds Losung von (7.1) mit rechter Seite g, Anfangswert 0
und v € Z%(Jy).

Proof. Als erstes sei bemerkt, dass

o
Cogm
191+a

¢ ¢
lv(t)] < M’ |g(s)|ds§M'ca,g/ s*ds =M’
0 0

und damit v € C(Jp; X). Wir untersuchen nun Aw(t). Dafiir zerlegen wir v geméas

v(t) = v1(t) + va(t) = /0 T(t—s)[g(s) — g(t)] ds +/0 T(t—s)g(t)ds.

Es gilt nun

At = | CAT(t - 5)g(t) ds = [T(#) — Tg(t)

und somit ist vy(¢) in D (A) fiir t > 0 und Av, stetig auf Jy. Fiir vy gilt ebenfalls
ve(t) € D (A) fir t > 0 und Avy € C(Jy; X). Nach Theorem 2.4.1 ist v Losung des
inhomgenen Cauchy-Problems mit rechter Seite g. Nun zur C'“-Regularitéit. Es gilt
fir s,t € Jymitt=s+h, h >0

§(1+M OtJO ’/ AT dT‘

< (4 M) gl + sl [ %s “dr. (9(0)=0)

s T

1 s+h
< (1 Mlglot + elolen M [ 7
M (s+ h)* — s® M
=14+ M")[glas + [g]a,JOET < [Q]a,JoE

Es folgt eine ahnliche Rechnung fiir Avy, wobei Avy(s+ h) — Avi(s) in drei Anteile
zerlegt wird,

Avi(s+h) — Avy(s) = /OS AlT(s+h—71)—T(s—7)|(g9(7) — g(s)) dT+

/0 CAT(s + h— P)g(s) — g(s + h)] dr+
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7 Die inhomogene Gleichung

s+h
/ AT(s+h—71)(g(1) — g(s+ h))dr
= V11 + V12 + V3.

Abschétzung der einzelnen Terme ergibt
s s+h—r
ol =1 [ [ 2T artglr) - gl ar]
0 s—T
s s+h—T
< 4M/ / r2dr(gla.s, (s — T)* dr
0 S—T

= AM|glas, /0 - T)(Sh+ s dr <O

und
via| = [(T(s +h) = T(s))(g(s) — g(s + h))| < 2M’[g]a,s5,h",
sowie
s+h
ol < [ AT(s +h = 7)lg(r) = gls+ W] dr
’ s+h 1
< M[g}a,Jo/s Py —— h—T(S+h — 1) dr < Ch*.

Damit ist jeder Term vy, j = 1,2, 3, Holder-stetig mit Exponent «. O

7.2. Maximale L,-Regularitat in Hilbertraumen

Als letztes studieren wir (7.1) fiir den Fall, dass X ein Hilbertraum ist und inter-
essieren uns fiir Lo-Regularitit bzgl. t. Im folgenden sei wieder A ein sektorieller
Operator mit Winkel ¢4 < 7/2, d.h. —A ist Erzeuger einer beschrinkten analyti-
schen Cp-Halbgruppe. Schauen wir uns das inhomogene Problem (7.1) in Ly(R,; X)
an, d.h. die rechte Seite f liegt in diesem Raum, taucht wieder die Frage auf, welche
Regularitat u besitzt. Ist umgekehrt v € Hy(R,; X) und Au(t) € X fiir fa. t > 0,
sowie Au € Lo(Ry; X)), zusammengefasst

u€ Zo(Ry) = Hy(Ry; X) NLa(Ry; Xa),

dann definiert die Gleichung (7.1) ein f € Lo(Ry; X). Diese Art von Regularitét
nennt man auch maximale Regularitit in Lo(R,; X). Als erstes kldren wir die Re-
gularitét von x, damit ug := T'(-)z € Zy(R,). Dies konnen wir sogar allgemeiner
klaren, d.h. nicht nur fiir p = 2 sondern fiir p € (1, 00).
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Angenommen vy € H!, .(Ri;X) und uy € Ly(Ry; X). Dann gilt aufgrund der

p,loc

Gleichung Aug € L,(R; X)) bzw. ausgeschrieben
/ | Aug(1)[F dt = / AT (t)z]? dt < oo,
0 0

Dies gibt wieder Anlass fiir die folgende Definition.

Definition 7.2.1. Sei A ein sektorieller Operator im Banachraum X mit Spektral-
winkel g4 < w/2. Weiterhin sei o € (0,1) und p € [1,00). Die Riume D 4(a, p) sind
definiert durch

o0 1/p
/ [t AT (t) x| %) < o0}

Da(a,p) ={z € X : [2]ap = ( i

Ausgestattet mit der Norm
Z|ap = [2] + [2lap, @ € Dala,p)
werden D 4(a, p) Banachriume. Fir k € N definiert man Da(k + «,p) durch

Du(k +a,p) = {x € D(A*): AFz € Dy(a,p)}.

Bevor wir uns mit obigem Regularitdtsproblem beschéftigen, sollen folgende Cha-
rakterisierungen erwahnt werden.

Proposition 7.2.1. Sei A ein sektorieller Operator in einem Banachraum X mit
Spektralwinkel ¢4 < /2. Weiterhin sei o € (0,1) und p € [1,00). Dann sind
folgende Aussagen fiir x € X dquivalent

(i) x € Da(a, p);

(i) ol = 52 16T (0 — )P db /7 < oo
(iii) []h, = ([, IA*AN+ A) Lz dA /AP < oo;
() v € (X, Xa)ap-

Hierbei bezeichnet (X,Y )y, die reelle Interpolation zwischen den Banachriumen
X und Y der Ordnung 6 und dem Exponenten p (Triebel). Die Normen | - |4,

| oy = |2l + 2], | o, = 12l + (26, uwnd |- [(x.X )., sind dquivalent.

Man sieht iibrigens aufgrund der Voraussetzungen an 71" sofort, dass die Inklusion
D (A) C Da(a,p) C X gilt. Denn sei 2 € D (A) und y = Az € X, so haben wir

1 1 1
00 dt\ » 1 dt\» > dt\»
(/ |t1—“AT(t)a;\P—) :</ |t1_aAT(t)a:|p—) +(/ \tl—“AT(t)xyp—>
0 t 0 t 1 t
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7 Die inhomogene Gleichung

=

1

1 P 00 >
< M'|Az| (/ tmep-l dt) + M|z| (/ t“’“ldt>
0 1

< Q.

Zuriick zur Regularitdt der homogenen Losung wuy.

Proposition 7.2.2. Sei A ein sektorieller Operator im Banachraum X mit Spek-
tralwinkel g4 < w/2 und p € (1,00). Dann sind folgende Aussagen fiir die homogene
Losung ug von (7.1) dquivalent

(a) uo(t) € D(A) fir f.a. t >0 und Auy € L,(Ry; X);

(b) wo € Hy,j,e(Ry; X);

(c) x € Da(l —1/p,p).
Ist dies der Fall, dann ist ug € BUC*(Ry; D4(1—1/p,p)) und es existiert ein Cp 4 >
0 mat

||U6||LP(R+;X) + ||AU0||LF(R+;X) + Stgg |U0(t)|171/p,p < Cp,A|f17|171/p,p

fir alle x € Da(1 — 1/p,p). Ist A zusdtzlich invertierbar, so gilt

[[wollmy ey sx) + [[Auollr, @ x) + Sup [uo(O)1-1/pp < Cpalzli-1/pp-

Proof. Beachte zunichst, dass ug = T'(t)z die Losung des homogenen Problems ist,
wobei A der Erzeuger der beschriankt analytischen Halbgruppe T ist. Damit gilt
T(t)X C D(A) und |AT(t)| < M/t fiir t > 0. Per Definition ist ug(t) € D (A) fir
t > 0, sowie

/ ]ug(t)]p dt = / | Aug(t)|P dt = / |AT (t)x|P dt
R4 Ry Ry

= |t PAT (t)xP — = [x]lfl/p,p'
Ry 13

Daraus erkennen wir (¢) = (a). Wegen T"(t) = AT(t) und |T'(t)z| < M'|x|, impli-
ziert (a) = (b), denn
to

to
I A—— / ()l di + / [ Aug(t)P dt < (M|t + | Auoll?, g, )

fiir alle o > 0. Schliesslich ergibt (b) Aug = —uj, € L,(]0, 1]; X) und somit

1 [e'e)
@11y = / AT (t)alP dt = / il (£)]P dt + / AT (t)a]? dt < oo,
Ry 0 1
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7.2 Maximale Lo-Regularitéit in Hilbertrdumen

da
/ |AT (t)x|P dt < Mp/ t7Pdtlz|’ = (Mlz|)?/(p — 1) < oo,
1 1
d.h. (b) = (c). Die Halbgruppeneigenschaft und Beschrianktheit von 7" ergibt
sup [uo(t)J1-1/pp < Mzl -1/p
>0
sowie

[uo(t + h) — uo(t)|1—1/p,p = |T@)[T(h)x - m)‘l—l/p,p < M’\T(h)x - x|1—1/p,p'

Um nun die gleichméBige Stetigkeit von uy im Banachraum Y = D4(1 — 1/p,p) zu
zeigen, miissen wir die C-Eigenschaft von T in Y verifizieren. Beachte zuerst, dass
T(t)Y C Y gilt, also {T'(t)}=0 C B(Y). Es gilt folgende Aquivalenz (ohne Beweis)
fiir eine Halbgruppe auf einem Banachraum Y':

o limy, , .o T(h)y =y firaley €Y;

e T ist beschriankt auf einem kompakten Intervall [0, d] und limy,_, 0T (h)z = x
fir alle z € D mit D =Y.

In unserem Fall wéhle man einfach D = D (A), denn aufgrund der Inklusionen
D(A) C Da(a,p) C X haben wir die Dichtheit. Weiterhin ist ja 7" beschrénkt auf
Y (siehe obige Ungleichung) und es gilt fir z € D (A), y = Az € X:

1/p

[T(h)x — z]i1/pp < </01 |AT () [T (h)z — ]| dt)
+ (/100 |AT(t)[T(h)x — z]|? dt) 1p

< ( 01 |AT($)[T(h)a — ]| dt) l/p

oo 1/p
+ M (/ tP dt) |T(h)x — x|
1

< M|T(h)y =yl + T(h)z — x| = 0,

M
(p—1)r
da T die Cy-Eigenschaft in X besitzt. O

Nun wenden wir uns der inhomogenen Gleichung mit einem 0 # f € Ly(Ry; X) zu,
wobei X ein Hilbertraum ist. Da es uns nur um Regularitétsfragen geht, nehmen
wir weiter an, dass w < 0 ist, also insbesondere A invertierbar.

Theorem 7.2.1. Sei X ein Hilbertraum und A ein sektorieller, invertierbarer Ope-
rator mit Spektralwinkel ¢ < /2. Sei u die milde Losung des obigen Cauchy-
Problems. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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7 Die inhomogene Gleichung

o uc Zy(Ry);
o £ €Dy(1/2,2) und f € La(Ry; X).

Ist dies der Fall, dann ist u € BUC(R,;D4(1/2,2)), und es gibt eine Konstante
C >0, die nur von A abhdngt, so dass

Jull iy, + AUl @, x) + sup ul122 < C ([t]ij22 + flla@ex) . (72)

fir alle v € Da(1/2,2) und f € Lo(Ry; X), d.h. der Operator Lv = (0,v + Av,v(0))
ist ein Isomorphismus von Zy(Ry) nach Le(Ry; X) x Da(1/2,2).

Proof. Regularitéit von v: Setze f und v auf R durch Null fort (Beachte, dass wir
v(0) = 0 haben. Dann betrachte zuerst f € Ci°(R; X). Fouriertransformation der
Gleichung liefert nun

i€0() + AD(€) = f(€), EE€R.

Die gleichméssige Beschréinktheit von A(A + A)~! fiir A € ¥, /5 impliziert dann

i€0(€)| + |A(€)] < CIf(€)], € € R\{0}

mit einer Konstanten C' > 0, die nur von A abhéngt, und der Satz von Plancherel
ergibt schliesslich die Abschéitzung (Einschrénkung auf R, )

]| Lo®x) + | Au||Ly@sx) < CllfllLa@x)-

Da CP(R; X) dicht in Lo(R; X) ist, erhalten wir diese Ungleichung auch fiir belie-
biges f € Lyo(Ry; X). Die Invertierbarkeit von A liefert die Ungleichung (7.2) O

Bemerkung 7.2.1. Verzichtet man auf die Invertierbarkeit von A, so gilt fiir z €
D4(1/2,2) und f € Ly(R4; X) nur:
u € Hé’lOC(RJr, X) N Lyjee(Ry; X4) und die Abschétzungen

]| Loy x) + | AU||Ly Ry x) + Stg%)[u(t)]lﬂz < C([zlize + 1 fla@®esx)) -

el o,agx) + AU Ly ((0.01:x) + tS%p][U(t)h/m < Ca ([2]1j2.2 + 1 fllLaqoagx))
€(0,a

fiir alle a > 0.
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