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Parabolische Differentialgleichungen
3. Übungsblatt

Aufgabe 3.1

a) Zeige die Abgeschlossenheit des Operators d
dx

in C([0, 1]) mit dem Definitionsbereich
D

(
d
dx

)
:= C1([0, 1]).

b) Sei X ein Banachraum und A : D(A) ⊂ X → X ein linearer Operator. Beweise: Ist
%(A) 6= ∅, dann ist A abgeschlossen.

c) Gilt in b) auch die Umkehrung? Gib einen Beweis oder ein Gegenbeispiel für Deine
Behauptung an.

Aufgabe 3.2 Sei X ein Banachraum und A : D(A) ⊂ X → X ein linearer abgeschlossener
Operator mit D(A) = X.

a) Für λ0 ∈ %(A) gilt {
λ ∈ C : |λ− λ0| < ‖(A− λ0)−1‖−1

}
⊂ %(A).

b) Ist A ∈ PS(X), dann existiert ein ϕ ∈ (0, π], so dass %(−A) ⊃ Σϕ und

sup{|λ(λ+ A)−1| : λ ∈ Σϕ} <∞.

Wobei Σϕ = {z ∈ C \ 0 : |arg(z)| < ϕ}.
Hinweis: Finde eine Bedingung an ϕ, indem Du a) auf λ0 = t ∈ (0,∞) und λ = r exp(iϕ) anwendest.

Aufgabe 3.3

a) Eine Funktion f : R+ → R heißt subadditiv, falls f(s + t) ≤ f(s) + f(t) (s, t ∈ R+).
Zeige: Ist f : R+ → R subadditiv für alle t > 0 auf [0, t] von oben beschränkt, dann gilt

inf
t>0

f(t)

t
= lim

t→∞

f(t)

t
∈ R ∪ {−∞}.

b) Sei X ein Banachraum und (T (t))t≥0) ⊂ L(X) eine C0-Halbgruppe. Dann nennt man
ω0(T ) := inft>0 t

−1 log(‖T (t)‖) den Typ (oder die Wachstumsschranke) von T . Zeige

ω0(T ) = lim
t→∞

log(‖T (t)‖)
t

und für alle ω > ω0 existiert ein M(ω) ≥ 1, so dass

‖T (t)‖ ≤M(ω) exp(ωt) (t ≥ 0).


