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Übungen zur Vorlesung Algebra (B3)

Blatt 1
Polynomringe

Sei R stets ein Ring.

Aufgabe 1
(4 Punkte)
Sei R[Xi : i ∈ I] der Polynomring über R in den Variablen Xi für eine beliebige Indexmenge I. Für
ein Polynom f ∈ R[Xi : i ∈ I] bezeichne deg(f) den Totalgrad von f , der wie folgt definiert ist:
Für f =

∑
µ aµX

µ mit Xµ =
∏
i∈I X

µi
i sei

deg(f) := max
{∑
i∈I

µi : µ ∈ N(I)
0 mit aµ 6= 0

}
.

Zeigen Sie:

i) Die Eigenschaften aus Lemma1.2 der Vorlesung gelten auch für den Totalgrad.
Hinweis für (c): Seien Xi1 , . . . , Xik die in f und g auftretenden Variablen. Schreiben Sie die
Summe der Monome Xs1

i1
· . . . ·Xsk

ik
höchsten Totalgrades in f und g in der Reihenfolge gegeben

durch die lexikographische Ordnung auf ihren Exponenten (s1, . . . , sk).

ii) Wenn R nullteilerfrei ist, so ist auch R[Xi : i ∈ I] nullteilerfrei.

Aufgabe 2
(4 Punkte)
a) Formulieren und beweisen Sie die universelle Eigenschaft des Polynomrings in n Variablen

R[X1, . . . , Xn] := R[Xi : i ∈ {1, . . . , n}] in Analogie zu Satz 1.4 der Vorlesung.

b) Zeigen Sie, dass R[X1, . . . , Xn+1] ∼= R[X1, . . . , Xn][Xn+1].
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Aufgabe 3
(4 Punkte)
Sei f =

∑n
k=0 akX

k ∈ R[X]. Wir definieren die formale Ableitung f ′ ∈ R[X] von f als

f ′ =
n∑
k=1

kakX
k−1.

Welche der folgenden Mengen Ik sind Ideale von R[X]?

i) I1 = {f ∈ R[X] | f(2) = 0}

ii) I2 = {f ∈ R[X] | f ′(2) = 0}

iii) I3 = {f ∈ R[X] | f(2) = f(3) = 0}

iv) I4 = {f ∈ R[X] | f(1) = f ′(1) = 0}

Finden Sie für die Ik, welche Ideale von R[X] sind, ein Polynom fk ∈ R[X], das Ik erzeugt.
Erinnerung: R[X] ist ein Hauptidealring und faktoriell.

Aufgabe 4
(4 Punkte)
Zeigen Sie, dass Q[X]/(X2 − 1) ∼= Q2.
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