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Ubungen zur Vorlesung Algebra (B3)

Blatt 2
Ideale, Ringe von Briichen und faktorielle Ringe

Sei R stets ein Ring.

Aufgabe 5
(4 Punkte)
Sei S C R eine multiplikative Teilmenge mit 0 ¢ S. Beweisen Sie:

a) Es gibt ein Ideal I < R, das maximal ist mit der Eigenschaft I NS = ().
(Hinweis: Vergleiche Satz 2.15 aus der Vorlesung.)

b) Jedes solche I ist prim.

Aufgabe 6

(4 Punkte)

Seien R nullteilerfrei und S C R eine multiplikative Teilmenge mit 0 ¢ S. Bezeichne +: R — S™!'R
die in Korollar 3.6 definierte Einbettung. Wir identifizieren R mit ¢(R), sodass wir R C S™'R
schreiben konnen. Zeigen Sie:

a) Ist I ein Ideal von R, so ist e(I) := S~ ' ={%:a € I,s € S} ein Ideal von S™'R.
b) Ist J ein Ideal von S'R, so ist ¢(J) := J N R ein Ideal von R.

c) Fiir J QSR gilt e(e(J)) = J.
)

d) J < S7!Rist genau dann prim, wenn ¢(.J) < R prim ist.

Aufgabe 7
(4 Punkte)
Zeigen Sie: Ist R[X] ein Hauptidealring, so ist R ein Korper.



Aufgabe 8

(4 Punkte)

Seien R faktoriell, P ein Vertretersystem der Primelemente von R modulo Assoziiertheit, p € P
und K = Quot(R).

a) Zeigen Sie, dass die p-adische Bewertung auf K fiir alle r € R* und fiir alle z,y € K* folgende
Eigenschaften hat:

i) p(rz) = vp(e);
i) vp(—2) = vp();
iii) wvp(z) # vp(y) impliziert vy(z + y) = min {vy(z), v,(y)};
b) Sei nun R = Z. Zeigen Sie, dass {a € Q : vp(a) > 0} = Z,).
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