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Aufgabe 1

(3 Punkte)

Seienn € N, o,7 € S, und f,g:Z" — Z.
Erinnerung: Die Funktion o f : Z" — Z ist durch

(1) (@15 ) = (Ta(1)s o Tom)
definiert.

(a) Zeigen Sie, dass (o7)f = o(rf) gilt.

(b) Zeigen Sie, dass o(f + g) = (¢f) + (og) gilt.

(c) Zeigen Sie, dass o(fg) = (o f)(og) gilt.

Aufgabe 2
(5 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die Gruppe S, genau dann kommutativ ist, wenn n < 2.

b) Sei A, die Menge aller o € S, mit sign(c) = 1. Zeigen Sie, dass die Menge aller 3-Zyklen die
Gruppe A, erzeugt, falls n > 3. (Eine Teilmenge M einer Gruppe G erzeugt G, falls jedes
Element von G das Produkt von Elementen von M und Inversen von Elementen von M ist.)

¢) In der Vorlesung wurde bewiesen, dass jedes o € S, sich als Produkt von Zyklen mit paarweise
disjunkten Tragern darstellen lésst.

Zeigen Sie, dass diese Darstellung bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist.

Aufgabe 3

(6 Punkte)

Sei K ein Korper. Seien V' ein K-Vektorraum mit Basis {z1,...,2,} und U ein K-Vektorraum mit
Basis {y1, ..., ym }-

(a) Seien ay; € K fiir0 <4 <nund 0 < j < m. Zeigen Sie, dass es eine Bilinearform w : VxU — K
mit w(z;,y;) = o fiir 0 < 4 < nund 0 < j < m gibt. Zeigen Sie, dass w durch diese
Eigenschaften eindeutig bestimmt ist.



(b) Fir0<p<nund0< g <mseiwy,:UxV — K c L (UxV,K) die eindeutige Bilinearform
mit wpq (24, y;) = dipdjq. Zeigen Sie, dass

Wi={wp, | 0<p<nund 0 <qg<m}
linear unabhéingig iiber K ist.

(¢) Zeigen Sie, dass W (von Teil (b)) ein Erzeugendensystem von £ (U x V, K) als K-Vektorraum
ist. Geben Sie die Dimension von £&) (U x V, K) an.

Aufgabe 4

(6 Punkte)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Ein n-lineares Funktional A : V™ — K heif3t alternierend
falls wenn ¢, 5 € {1,...,n} mit z; = z; und i # j existieren, A(zy, ..., z,) = 0 ist.

(a) Sei A: V™ — K ein n-lineares alternierendes Funktional. Zeigen Sie, dass fiir alle z1,...,2, € V
und alle o € Sn, A(25(1); -+ 5 Zo(n)) = 8ign(0)A(21, ..., 2n).

(b) Wir sagen, dass A trivial ist, wenn A(z1, ..., z,) = 0 fiir alle z1, ..., z, € V. Sei {aq, ..., } eine
Basis von V. Zeigen Sie, dass A genau dann trivial ist, wenn A(ayq, ..., ap) = 0.

(c) Sei U ein r-dimensionaler Unterraum von V', seien ,41,...,x, feste Vektoren in V und sei
A : V™ — K ein n-lineares alternierendes Funktional. Zeigen Sie, dass die Funktion

AU:UT—>K

definiert durch
AU(ul’ ) ur‘) = A(ula cery Upy L1y -eey xn)

ein alternierendes r-lineares Funktional ist. Wann ist Ay nicht trivial? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte

(2 extra-Punkte)

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum.

In der Vorlesung wurde der Begriff “alternierend” nur fiir Elemente von L (V" K) definiert.
Wir kénnen aber diesen Begriff fiir Elemente von L™ (V™ K) fiir beliebiges m einfithren: A €
L(m)(Vm7 K) heifit alternierend, falls Folgendes gilt: Wenn 7, j € N mit z; = z; und 4 # j existieren,
dann ist A(z1,...,2,) =0.

Sie kénnen ohne Beweis die folgende Tatsache benutzen: Fiir jedes alternierende A € L™ (V™ K),
fiir alle 21,..., 2z, € V und alle 0 € Sy, gilt A(2g(1)s - - -5 Zo(m)) = sign(o)A(21, ..., zm). Der Beweis
dieser Behauptung lauft genauso wie bei Aufgabe 4 (a).

a) Sei m € N und sei W die Menge aller alternierenden m-linearen Formen auf V™.

Zeigen Sie, dass W ein Untervektorraum von L™ (V™ K) ist und berechnen Sie seine Dimension
als funktion von m und n.
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