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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschlieBlich Korollar 4.32 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekenn-
zeichnet. Alle Aussagen sind stets hinreichend zu beweisen.

Aufgabe 2.1 (Differenzenquotienten) [4 Punkte]
Sei g: R — R eine Abbildung. Definiere die Abbildung f: R — R durch f(z) = x - g(z).
Unter welchen der jeweiligen Annahmen an g ist f im Punkt 0 differenzierbar?

(i) g(0) =0 und g ist beschréankt.

(ii) g ist in O stetig.

(iii) ¢ ist in O stetig und es gilt g(0) = 0.

(iv) g(z) = o(1) fir 2o = 0.

(v) Es gibt ein a > 0, sodass fiir alle z € R gilt: |g(x)| < |z|*.
Losung:

(i) f ist im Allgemeinen nicht in 0 differenzierbar.

Betrachte
-1 fir —1<z<0,
glx):=41 fir0<z<1,
0 sonst.
Dann gilt f(z) = |z| fiir —1 < z < 1. Bestimme nun den Differenzenquotienten fiir eine
streng monoton fallende und eine streng monoton wachsende Nullfolge, % bzw. —%:
f(5) = £(0) 1_o
lim ("1) = lim *— =1,
n—oo = — n—oo J—
n
f(=%) = f(0) L0
lim ( n) = lim -2 =-1
n—00 _1_ n—oo 1 _ 0
n n

Da die Grenzwerte nicht iibereinstimmen, ist f in 0 nicht differenzierbar.

(ii) f ist in O differenzierbar:




(iii) f ist in O differenzierbar: Dies folgt direkt aus (ii).

(iv) f ist in O differenzierbar mit f’(0) = 0: Ist g(z) € o(1), so gilt lir% g(x) = 0. Also folgt
xT—r

@)= f0) L weg(z) =0 g(0)
x—0 x—0 x—0 x

= lim g(z)

=0.

v ist in O differenzierbar: Wegen |g(z)| < |z|* fir alle x € R gilt
v) f gen |g g
()] = |z - g(x)| < |=|*.
Daher gilt f(0) = 0. Es folgt

‘f(w)—f(o)‘_
z—0

<|z|* =0 firz—0,

’f (z) ‘
T
da a > 0. Insbesondere gilt f'(0) = 0.

Aufgabe 2.2 (Konvergenz gegen Tangente) [1 + 2 + 1 Punkte]
Seien f: R — R und zg € R. Definiere fir A € R die Abbildungen T,Sy: R> — R? durch
T((2,y)") = (z — 0,y — f(20))" und Sx((z,)") := Az, y)".

(a) Sei A > 0. Finden Sie eine Abbildung h): R — R, die graph h) = S)(T(graph f)) erfiillt.
(b) Sei a € R. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist in ¢ differenzierbar mit a = f'(x0).
(ii) Fiir jede Menge 2 = [—k, k] mit k € N konvergiert die Funktionenfolge (g, )n>0 gegeben
durch g, = hy|q gleichméBig fiir n — oo gegen das Geradenstiick g: @ — R,z — ax.
(c) Seien f(z) =22, 2o = 1 und Q = [~2,2]. Zeichnen Sie die Graphen von g1, go, g3 und g.

(Sie konnen Ihre Zeichnung auch als separates Foto abgeben.)
Losung:

(a) Man bemerke: T ist die Translationsabbildung, die jeden Punkt in R? um z¢ nach links und
f(x0) nach unten verschiebt. Insbesondere bildet 7' den Punkt (¢, f(¢))* auf den Ursprung
ab. Die Abbildung S, streckt jeden Vektor in R? um den Faktor \.

! ha(z) = A- (f(“; + x0> - f(xo)) |



Fiir diese Funktion gilt:

(5) € graph hy < hy(z) =y

. (g) € S\(T(graphf))

Daraus folgt graph hy = Sx(T'(graphf)).
(b) (i)=-(ii): Sei k € N. Die Aussage ist klar fir k¥ = 0, da ¢,,(0) = 0 fiir alle n € N\ {0}. Wir
nehmen also k£ > 0 an. Mit den Ableitungsregeln erhalten wir

) =5 a0
n
Insbesondere gilt also
9n(0) = 1, (0) = f'(z0) = a
fiir alle n > 0.
Nach Proposition 4.6 gibt es eine Funktion r(z) € o(]z|) mit
g1(x) = ax + r(z).

Weiterhin ist r in 0 stetig, da ¢ in 0 differenzierbar und daher stetig ist. Sei also N € N,

sodass fiir alle n > N die Funktion 7 im Intervall [—%, %] stetig ist. Wir wéhlen fiir alle
n> N ein z, € [-£ %] sodass
r(zn)| = sup  [r(z)].

lz|<E
n

Wir erhalten:

sup |gn(x) — g(z)| = sup
|| <k |z|<k

o (2) o
()

= sup |nr(v)|
|lz|<E

= sup
x| <k




Da |z, < £, erhalten wir

fir alle n > N.

Da lim, o0 |2n| = 0 und r(x) € o(|z|), folgt daraus

n|r(zy)|
n—oo ‘xn‘ — n—oo k

i

also inbesondere lim,,_ o (n|7(zy)|) = 0. Dies zeigt mit (*), dass (gn)n>0 gleichméBig gegen
g kovergiert.

(ii)=(i): Wir setzen k = 2, also Q = [-2,2]. Sei ¢ > 0. Da (g,)n>0 gleichméaBig gegen g
konvergiert, konnen wir N € N wahlen, sodass fiir alle n > N und alle z € Q gilt:

lgn(z) — g(2)] <e.

Sei h € R mit |h| < 4. Wir wihlen n € N mit ﬁ <n < % Da dann 1 < n|h| < 2, also
nh € Q, und n > N, folgt

91(h) =1 (0) | _|g:(R)
- al == a
| gn(nh) B
| nh @
| gn(nh) —nha
a nh
[t =gt
nh
nlh|

Hieraus folgt ¢{(0) = a und daher f’(x¢) = ¢}(0) = a wie oben.

flx)=a* Q=1[-2,2], 20 =1, f'(1) = 2, ga(x) = n((} +1)* — 1) = (] +2).
g(x) =2z

g1(x) = oz +2)



Aufgabe 2.3 (Lineare Approximation) [2 Punkte]
Seien f: R — R,z + —2 + 322 + 2 — 2 und x9 € R. Finden Sie a € R und g(z) € o(|z — x|)

mit f(z) = f(x0) +a- (z — x0) + g(z).

Losung:
Setze y = v — x¢, a = —32% + 620 + 2 und g(z) = y(—(y? + 3yzo) + 3y).

f(z) = fy + o)
—(y+20)® +3(y + 20)* + 2(y + 20) — 2
—(y® + 3y*wo + 3yap + x3) + 3(y° + 2ywo + x5) + 2(y + x0) — 2
F(x0) + y(—(y? + 3yxo + 323) + 3(y + 220) + 2)
f(@0) + ay + y(— (v + 3yzo) + 3y)
f(zo) +ay + g(x).

Weiterhin gilt g(z) € o(]y|), da

9@ _ . Il = (y? + 3yzo) + 3y|

lim ——= =
T—T0 |y‘ T—x0 |y‘
= tim [~ ((z — 0)” + 3(x — 0)wo) + 3(z — )|
=0
Aufgabe 2.4 (Mittelwertsatz) [2 + 2 + 2 + 2* Punkte]

(i) Sei n € N\ {0} und sei f € C*(R,R"). Sei ferner L € Rx, sodass ||f'(z)| < L fiir alle
x € R. Zeigen Sie, dass f lipschitzstetig mit Konstante L ist, d.h. fiir alle z,y € R gilt:

1f () = F)ll < L- |z —yl.

(ii) Sei g: R — R eine differenzierbare Abbildung mit ¢'(z) > 1 fiir alle z € R. Zeigen Sie:
g(a) > ¢(0) + a fur alle a € Rxo.



(iii)

(iv)*

Sei a € Ry und sei h: R — R eine differenzierbare Abbildung mit h'(z) = a - h(z) fir
alle x € R. Zeigen Sie, dass es ein zg € R gibt, sodass fiir alle = > g gilt: h(z) > 22

Sei n € N. Zeigen Sie die Aussage in (iii) fiir 2" anstelle von z2.

(Hinweis: Betrachten Sie zundchst die Funktion e(x) = h(0)~'h(a"'x).)

Losung:

(1)

(i)

Nach dem vektorwertigen Mittelwertsatz gilt fiir alle x,y € R mit z < y:

1f (@) = f@ll < sup [|f(a)][|lz =yl < L-Jw =yl

a€(z,y)

Offensichtlich gilt die Aussage fiir a = 0. Sei also ¢ € Rsg. Nach dem Mittelwertsatz
existiert £ € (0,a) mit
g(a) = g(0) =a- g'(§).

Daraus folgt schon g(a) = ag’(§) + ¢(0) > a + ¢(0).
Dieser Aufgabenteil ist nur ein Spezialfall von (iv) fiir n = 2. Man kann diese zum Beispiel
l6sen, indem man den Induktionsanfang aus (iv) durchfithrt und anschlieend den Mittel-
wertsatz noch drei weitere Male auf ein geeignetes Intervall der Form (3, ) anwendet.
Mochte man mit dem Hinweis arbeiten, werden die involvierten Konstanten etwas schoner:
e(0) = h(0)~h(0) = 1 und

¢ (x) = h(0) "W (a7 z)a™! = h(0) T h(ata) = e(x).
Damit ist e tiberall positiv und stetig differenzierbar, erfiillt ¢/ = e und e(0) = 1. Der Beweis
kann jedoch auch direkt mit h(x) durchgefiihrt werden, was wir im Folgenden tun.

Wir beweisen zunéchst per vollstdndiger Induktion die folgende Aussage:

Fir alle n € N existieren ay, b, € R mit ay,,b, > 0, sodass fiir alle x € R mit z > a, gilt:
h(z) > bpa™.

n = 0: Sei x > 1. Nach dem Mittelwertsatz gibt es & > 0 mit
h(z) = W (&)x + h(0) = ah(€) + h(0) > h(0) - z°.

Setze also ap = 1 und by = h(0).

n — n + 1: Angenommen die Aussage wurde bereits fiir ein beliebiges aber festes n € N
bewiesen. Sei x > 2a,. Nach dem Mittelwertsatz gibt es § > § > a,, mit

h(z) = K (€) - g + h(§> > ah(€) - g > abpt™ - = > aby (;”)n : g = <2‘f’+"1) Pany

Setze also ant+1 = 2a, und b4y = (2‘1,3’7"1)

Mithilfe der obigen Hilfsaussage beweisen wir nun die Hauptaussage. Sei hierfir n € N.
Dann gibt es ap+1,bn41 > 0, sodass fiir alle © > a,11 gilt:

h
(z) > by
xn




Inbesondere gilt fiir alle z > max{an+1, b;}rl} =: xp:

h(x _
;fgn) = bnﬂbn}rl =1

also
h(z) > 2",

was zu zeigen war.

Abgabe: Bis Donnerstag, 30. April 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor.
Wir bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.



