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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschliefllich Theorem 4.94 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekenn-
zeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 4.1 (Partialbruchzerlegung) [1+1+ 1+ 1 Punkte]

Fiithren Sie die Partialbruchzerlegung fiir die folgenden reellen rationalen Funktionen durch, d. h.

finden Sie fiir jede der folgenden Funktionen % die komplexen Zahlen c;;, sodass
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Hierbei bezeichnen (;, 1 < i < n, die paarweise verschiedenen komplexen Nullstellen von ¢(x)
mit Vielfachheit m;.

. 1827 4+ 152 — 4 3 T

O G-y W oo
622 — 12 . 1
W sy W oo

(Hinweis: Sie konnen wie beim Beweis der Existenzaussage in Proposition 4.90 vorgehen.)

Losung;:

(i)
1822 + 152 —4 3 L2 3
Bz +1)2(x —2) (34 1)2 x—z_(H

x 2 1
-2 (@-27  (w-2)

(iii)
622 — 12 2 3 1
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(iv) Die Eulerschen Formel gibt uns die vier komplexen Nullstellen 4(1 4 i) von z* + 4. Mit
einem Zwischenschritt erhalten wir

1 _1 —x+ 2 +1 T+ 2
r4+4 8 22—2x4+2 8 x2+4+2x+2
—1—i —1+i 1+i 1—i
_ 16 16 16 16
= (1) == er(+) zra=i)

Aufgabe 4.2 (Gronwallsches Lemma und stetige Differenzierbarkeit) [3 + 1 Punkte]

(a) Sei ¢: [0,1] — [0,1] eine Funktion mit () <t- sup ¢(7).
T€[0,]

Zeigen Sie, dass ¢(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 3] gilt.
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion

iR =R,

x? cos(%) , flir  #£ 0,
T +—
0, fiur x = 0,

iiberall differenzierbar, aber nicht iiberall stetig differenzierbar ist.
Losung:
(a) Wir zeigen
sup () =0,
te€[0,1/2]
was bereits ¢(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1] impliziert.
Nach Voraussetzung gilt

sup @(t) < sup (t- sup (p(T))

t€[0,1/2] t€[0,1/2] T€[0,t]
1
< sup ( sup @(T))
t€[0,1/2] 2 T€[0,t]

1
=5 Sup ( sup 80(7')>
2 t€[0,1/2] \7€[0,t]

1
=3 sup ¢(t).
tel0,1/2]
Wire
sup p(t) > 0,
te€[0,1/2]

erhielten wir 1 < %, ein Widerspruch. Da

0< sup o(t) <1,
t€[0,1/2]

impliziert dies

sup =0.
t€[0,1/2]
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(b) Die Funktion f(z) ist an jeder Stelle differenzierbar, weil

f/(O) = lim W

h—0 h =0

Die Ableitung
2z cos( L) +sin(L), fir = # 0,
[ em(2),
0, fir x = 0,
ist aber an der Stelle 0 nicht stetig.
Aufgabe 4.3 (Zweite Ableitungen) [2 + 2 + 2* Punkte]

(a) Zeigen Sie fiir eine zweimal differenzierbare Funktion f: R — R die Identitét

() — 1y DI 1) =20 ()

t—0 2

(b) Fiir eine Abbildung u: A — R, wobei A einen topologischen Raum bezeichnet, nennen wir
die Menge supp u := {z € A: u(z) # 0} den Triger (englisch: “support”) von w.

Sei ¢: R — R>( eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager. Zeigen
Sie, dass fiir alle x € R mit ¢(x) >0

< 2|[¢"[l poe

gilt.

(Hinweis: Betrachten Sie fir e > 0 ein Maximum der Funktion (;P(/f)a)r)j .)

(c)* Sei Q C R ein offenes Intervall und sei g € C%(Q).

Zeigen Sie, dass fiir g € Q2 und A € R die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) A=g"(z0),
(i) g(x) = g(zo) + ¢ (x0) - (x — o) + 5 - (x — x0)* + o(|z — zo?).
Losung:

(a) Wir wenden die Regel von de I’'Hospital vom Typ § an:
@A fa ) =) et - 1)

t—0 12 - %E}(l) 2t
1 (P [ fat) - @)
=5 im < t + —t )
= (@) + @)
= ().

(b) Sei © der kompakte Tréger von ¢. Bemerke zunéchst: Da Z := R\ offen ist und p(Z) = {0},
folgt ™ (Z) = {0} fiir alle n € N.

Sei € > 0. Wir betrachen die Funktion



Da diese als Komposition stetiger Funktionen stetig ist (und der Nenner stets positiv ist),

nimmt sie auf  ihr Maximum an. Sei z. € ) mit

ue () = sup ue(z).
zeQ

Nach obiger Bemerkung gilt u.(Z) = {0}, weshalb schon

ue(x2) = sup us(x)
T€R

folgt. Die Funktion u. nimmt also in x. ihr globales Maximum an. Daraus folgt
o' (ze) = 0.
Mit den Ableitungsregeln erhalten wir

0 =u/(x)
29/ (@)@ (@) (p(@e) + &) — (' (22)) % ()
(o(ze) +€)?
_ (¢ (2))? '(24,0”(%) _ ¢’ () )

p(ze) +¢ ¢ () p(ze) + ¢

Hieraus folgt entweder

oder

Ersteres impliziert sofort

CES
p(ze) +¢ r
Zweiteres gibt uns , ,
L) — 20/(a) <20
Es folgt also fiir alle z € R:
/
m = ue(2) < ue(w:) < 2||¢"|| 1 -

Mit € — 0 erhalten wir schlielich

(2 2
p(x)
Nach Proposition 4.96 gilt

9(x) = Ta(g, z0)(x) + o(|z — xo|*)

und T»(g, zo)(x) ist das einzige Polynom mit dieser Eigenschaft.



(i) impliziert (ii): Nach Definition vom Taylorpolynom zweiten Grades erhalten wir

gﬂ(xo)
2

(a—0)? = g(xo)+4 (20) (2 —20) + o (2 —20)".

Tz(g,x0)(x) = g(x0)+g'(x0)(x—20)+ 5

wie gewiinscht.

(ii) impliziert (i): Da

g(xo) + ¢'(z0)(z — x0) + g (& = @0)® + 0|z — 20[*) = Ta(g,20)(2) + ol|z — wo|?),

erhalten wir mit der Eindeutigkeitsaussage aus Proposition 4.96, dass

o20) + /(o) (& — 20) + 5 - (2 — 0)" = Ta(o,w0)(@)

Inbesondere gibt uns dies durch einen Koeffizientenvergleich A = ¢”(z9).

Aufgabe 4.4 (Taylorsche Formeln) [1+1+ 1+ 1 Punkte]
Sei f: (—1,00) = R,z — 1+ x.
(i) Sei n € N. Ermitteln Sie die Koeffizienten

£®(0)
ko

ai = 1<k <n,

der Taylorentwicklung von f in xg = 0.

(ii) Berechnen Sie den Konvergenzradius r der Taylorreihe
T(f,0)(x) = Z apx”.
k=0

(iii) Sei x € R mit |x| < r. Zeigen Sie, dass (R, (f,0)(z)), fir n — oo gegen 0 konvergiert.
Hierbei bezeichnet R, (f,0)(x) das Restglied aus Theorem 4.94. Folgern Sie, dass f(z) =
T(f,0)(x) gilt.

(iv) Sei a € Rsg und sei g: (—a,00) = R,z — /a + z. Bearbeiten Sie die Aufgabenteile (i) bis
(iii) fir g anstelle von f.
(Hinweis: Verwenden Sie Ihre Ergebnisse fir die Funktion f aus den Aufgabenteilen (i) bis
(iii) anstatt die Berechnungen fiir g zu wiederholen.)

Losung:

(i) Fir n > 3 haben wir:

2n—1

(_1)n*113<2n—3>(1+.’1})_ 2
2n

[ (@) =



Einsetzen von z = 0 liefert

a():l
1
al] = —
173
1
ay = ——
2778
3
an =
3748
(D" oo

1=3

Damit erhalten wir auch die géngige Darstellung

G841 (o)
an:<n> . n! n!
fiir alle n € N.
(ii) Fir n > 3 haben wir

CIILs(2i-3)  3-5-...-(2n—3)
2nn)! - 2np)! '

Wir schétzen in zwei Richtungen ab:

3:5-...-(2n—3)

2nn!
2:4-6-...-2n
<
- 2nn!
2".1-2-...-n
ALY

lan| =

Grenzwertbildung liefert

1
1> lim |an|® > lim ——— =1,



da

n—oo n—

lim ((n— 1)n)b = i ooexp(i (log(n — 1) + 1og(n))>

1 _
e 1 1088 = 1)+ IoB(0)
n—oo n
1
- mita
e 2]
=exp(0) =1

(vgl. Lemma 4.50). Daher ist r = 1.

(iii) Man kann fiir 0 < z < 1 beispielsweise die Abschéitzung aus Theorem 9.94 verwenden und
ahnliche Schritte durchfiithren wie in (ii). Wir présentieren hier einen alternativen Weg, der
ohne Restgliedabschitzungen auskommt.

Sei T'(x) =T'(f,0)(x). Wir zeigen

Fiir alle k£ € N gilt:

Mo (3-4) 15 (3-1)

(k+1)ak+1+kak: (k—i-l) (k}—i—l)! +k %l

s 49 (4-1) 01
ij ((;—k) +k:>

Daraus folgt:

(14 2)DT(z) = (1+x) i kapaz*~t
k=1

> (o]
= Z kapa® 1 + Z kapz®
k=1 k=1

[o.¢]
k+ 1agiqz® + kagx®
+
k=0

M

e
Il
o

((k + 1)ak+1 + k:ak) iUk
k

= z_% (;ak> zF

I
g I[[M]¢2



Wir erhalten schliellich
p(1)) - LADT() - T(@)DS()

f(z) (f (x))?
_ (1+2)2DT(z) — T(x)L(1 +2)72
(1+4x)
_ (1+2)DT(x) — 5T (x)
(1+ x)%
_1T(@) - IT(@)
(1+ 37)%
=0.
Daraus folgt, dass Z;((gf)) eine konstante Funktion ist. Da
o)
£(0)

folgt schon T'(x) = f(z) fiir alle z € [—1,1].

Wir haben also insbesondere fiir alle z € [—1, 1]:

lim Ry (£,0)(x) = lim (£(x) - T(f,0)(x)) = £(x) — T(f,0)(x) = 0.

(iv)

(i): Da

erhalten wir

fir alle n € N.

(ii):

lim ]anﬁ = lim

Daraus folgt r = a.

()
n
(iii): Sei z € [—a, al.

Jim Rp(g,0)(z) = lim (g(x) — Tn(g,0)(z))

1
=a2 lim



Also
g(z) = lim (T(g,0)(z) + Ru(g,0)(x)) = T(g,0)(x).

Abgabe: Bis Freitag, 15. Mai 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.
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