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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschliefllich Korollar 5.9 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekenn-
zeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 5.1 (Integrabilitiat und Lipschitzstetigkeit) [4 + 2* Punkte]
Seien a,b € R mit a < b und sei I = [a, b]. Sei ferner f: I — R eine lipschitzstetige Funktion mit
Konstante L > 0, d. h. es gelte

If(z) = fy) < L]z —y|

fiir alle z,y € 1.

(i) Sei P eine Partition von I. Zeigen Sie, dass

o(f,P) < L-n(P) b=l
gilt. Folgern Sie, dass f das Riemannsche Integrabilitdtskriterium erfillt.

(ii)* Untersuchen Sie holderstetige Funktionen auf Riemannsche Integrabilitét.
Losung:

(i) Sei P = {xq,...,zy}. Die Lipschitzstetigkeit von f impliziert fir alle i € {0,...,n —1}:

osc fi= sup [f(x) = f(y)| < L- sup |z —y|=L-|L.

z,yel; z,ycl;

Folglich
n—1 n—1 n—1
o(f,P)=> oscfi-|L| <Y L-|L><> L-n(P)-|L|=L-n(P)-I.
=0 =0 1=0

Fixiert man ¢ > 0 und wéahlt man eine Partition mit Feinheit n(P) < ﬁ (z.B. die

Partition von [ in n = {MW + 1 gleichlange Teilintervalle) bzw. n(P) = (b — a), falls

€

L =0, dann gilt o(f, P) < €. Daher erfiillt f das Riemannsche Integrabilitatskriterium.

(ii) Analog gilt fiir holderstetige Funktionen

osc fi = sup [f(z) — f(y)| < H - sup |z —y|* =H-|L]%
z,y€l; z,y€l;

fir ein « € Rmit 0 < o < 1 und ein H € R>o. Wahlen wir eine Partition von I in
aquidistante Teile (also gleichlange Teilintervalle Iy, ..., I,_1), so erhalten wir

n—1 n—1 n—1
o(f,P)=Y oscfi-|L| <> H-|LI'"* =Y H-n(P)-|L|*=n-H-n(P)- |l
=0 =0 =0

Wir haben nun

n.H-n(P).uoya—n-H.b;“.(b_“>a—H(b—a) (b_“>a—>o

n n

fiir n — oo. Damit gibt es fiir jedes € > 0 ein n € N, sodass o(f, P) < ¢.



Aufgabe 5.2 (Riemann Integrabilitét) [1 4+ 14 1+ 1 Punkte]
Welche der folgenden Funktionen sind Riemann integrabel?

(a)
(b)

()

f:a,b] = R,z sin(z), mit a,b € R und a < b.

1’ € ? 1 ) d y
9:[0,2020] = R, x> z € [n,n+1), ngerade
-1, z€n,n+1), n ungerade.

u: [0,1] = R, xH{sin(i)’ x>0,

0, xz=0.

(Hinweis: Betrachten Sie fiir € > 0 die beiden Intervalle [0, 5] und [§,1].)

1, eR ,
) v: [-1,1] = R, 2 rER\Q
0, z€Q.
Losung:
(a) f ist lipschitzstetig: Seien x,y € [a,b]. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass es ein £ € (z,y)

mit
sin(z) — sin(y) = cos(€) - (= — )
gibt. Da | cos(§)| <1 fiir alle £ € [a, b] gilt, erhilt man
[sin(z) — sin(y)] < 1- |z —y|
fiir alle z,y € [a,b]. Aufgabe 5.1 liefert nun die Integrabilitét.

Sei ¢ > 0 fest. Wir setzen § = min{%, ﬁ} und betrachten die Partition, die aus den

Teilintervallen
[0,1—=6],[1=6,1+06],[1+6,2—9],[2—0,24],...,[2019 + ¢, 2020]
besteht. Fiir die Teilintervalle
Jo=1[0,1=9¢],J1=[14+6,2—9],...,J 2018 = [2018 + §,2019 — ], Jop19 = [2019 + 4, 2020]

gilt osc gl = 0 fiir alle ¢ € {0,...,2019}. Die restlichen Teilintervalle K; = [i — ¢, + ¢], fiir
i=1,...,2019, haben Linge 2§ und die Oszillation auf diesen ist osc g|k, = 2. Es folgt

2019 2019 2019
o(g,P) = Z oscgly - |i| + Z oscylk, - | Ki| = Z 2-25<2020-46 <e.
i=0 i=1 i=1

Damit ist g integrabel.

Sei ¢ > 0 mit ¢ < 4. (Fir € > 4 haben wir bereits fiir die Partition P = {0, 1}, dass
o(u,P) <2 < e.) Auf J = [§,1] ist u lipschitzstetig: Seien x,y € J. Dann gilt nach dem

Mittelwertsatz
(¢)
cos| = | - =
§) &

Sei P’ nun eine Partition von .J, sodass o(u|s, P') < 5. Diese existiert nach Lemma 5.6 und
Aufgabe 5.1. Sei P = {0} U P’. Wir erhalten

16
lv —y| = glx—yl-

lu(z) —u(y)| < suplu'(§)||z — y| = sup
ed ced

o(u, P) = oscu|[0&] . Z +o(ul;,P)<2- Z + % —c.
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(d) Sei P ={xg,...,x,} eine Partition von [—1, 1]. Da jedes Teilintervall I; der Partition sowohl
rationale als auch irrationale Zahlen enthalten muss, gilt oscv; = 1 fir allei € {0,...,n—1}.
Daher ist

n—1 n—1
o(v,P)=> oscv; || =Y L] =1.
=0 =0

Damit ist das Riemannsche Integrabilitdtskriterium beispielsweise fiir € = % nicht erfiillt.

Aufgabe 5.3 (Riemannsches Integral) [4 + 2* Punkte]
Sei f: R — R,z — 22

(i) Sei a € Rso und setze g = f|[p,q- Berechnen Sie

/Oa g(x) dx.

(ii)* Seien a,b € R mit a < b und setze h = f](, ). Berechnen Sie
b
/ h(z)dz.
Losung:

Seien a,b € R mit a < b. Nach dem Mittelwertsatz gilt fir alle x,y € [a, b]:

[f(@) = f(y)] < S [f(Ollz =yl = 2max{|al, [b[}z — yl.

Damit ist f|(, ) lipschitzstetig und somit nach Aufgabe 5.1 integrabel.

(i) Fur alle & € Ny definieren wir Py als die Partition von I = [0,a] in k &quidistante

Teilintervalle, also Py = {xq, ..., T} mit
ia
T = =
Yk
fir alle ¢+ = 0,...,k. Weiterhin definieren wir die Menge von Zwischenpunkten Z, =

{€oy. .- &k—1} durch & = z; fir allei =0,...,k — 1.
Wir erhalten

k—1 k—1 ia 2 a ag k—1 )
Sz =Y o)1= (F) t=f L
=0 1=0 =0

Wir berechnen die Summe in einer Nebenrechnung: Wir erwarten, dass die Formel fiir die
Summe
n—1
>0
£=0
(fiir n > 0) ein kubisches Polynom in n ist, also
n—1
ZEQ = An® 4+ Bn? 4+ Cn + D.
£=0

Einsetzen liefert:
n=1:0=A+B+C+ D.
n=2:1=84+4B +2C + D.



(i)

n=35=27TA+9B+3C+ D.
n=4:14=64A+168B +4C + D.

Wir erhalten als Losung

. (2n3 — 3n? —l—n) .

| =

n—1
>
£=0

Damit ist die Riemannsche Summe durch

S(Py, Z) @ N “— 2%3 — 3k2 1+ k
ks “k kgz ( +)

gegeben. Schliellich erhalten wir das Riemannsche Integral

/ g(z)de = lim S(Py, Zy)
0 k—00

a1 3 9
:klingoﬁ-g-(% — 3k +k)
_ 1 -1 2
—aklingoé'<2 3k + k )

1 3

a
3

Wir konnten diesen Aufgabenteil wie (i) bearbeiten, zeigen hier jedoch die Anwendung
einiger Resultate aus der Vorlesung.

Nach Proposition 5.13 gilt

/abf(x)dx—/aof(x)dx—i-/obf(a:)dm

Falls a > 0, folgt aus Aufgabenteil (i) und Definition 5.12

/abh(m)dm:/()af(x)d$+/0bf(x)dx=§(a3+b3)-

Falls a < 0, k6nnen wir wie in Aufgabenteil (i) vorgehen und erhalten aufgrund der Ach-
sensymmetrie von f (d.h. f(z) = f(—=z) fir alle x € R) das Integral

0 _ 3
/xzdaz:—a.
a 3
1 3 3
/h dx—/h d:v+/h w)de = 5 (—a® + 1),
falls b > 0, und

/abh(:z:)dx = /aof(x)dq: - /bof(x) dx = é (—a3 — (_b3)> ’
falls b < 0.

In jedem Fall erhalten wir also

Folglich ist



Aufgabe 5.4 (Gleichméfige Konvergenz) [1 + 1 4+ 2 Punkte]
Sei K ein kompakter metrischer Raum und sei f,: K — R eine monoton fallende Folge stetiger
Funktionen, d. h. es gelte

fo(2) = fm(2)
fir alle z € K und alle m,n € N mit m > n. Sei ferner g: K — R stetig und konvergiere (fy,)n
punktweise gegen g fiir n — oo.

(i) Sei h,, = f, — g fir alle n € N. Zeigen Sie, dass (h;), eine monoton fallende Folge stetiger

Funktionen ist, die punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert.
(ii) Sei & > 0. Zeigen Sie, dass die Familie (An)nen gegeben durch A, := ht((—o0,¢)) eine
offene Uberdeckung von K ist.
(iii) Folgern Sie, dass f, =2 ¢ fiir n — oo gilt.
Losung: Diese Aufgabe ist eine Version vom Satz von Dini.

(i) Offensichtlich ist h,, fiir jedes n € N als Differenz zweier stetiger Funktionen stetig.

Wegen der Monotonie von (f,), erhalten wir

ha(2) = fo(z) = g(2) = fin(2) — 9(2) = hm(2)
fir alle € K und alle m,n € N mit m > n. Somit ist (h,,), monoton fallend.
Sei x € K. Dann gilt h,(z) = fn(z) —g(z) = g(z) — g(x) = 0 mit n — oco. Also konvergiert
(hn)n punktweise gegen die Nullfunktion.
(ii) Offensichtlich ist A, fiir jedes n € N als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen
Funktion auch offen.
Sei x € K. Da hy(z) — 0 fiir n — oo, gibt es ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt
hn(z) < €.
Hieraus folgt schon h,(z) € (—o0,¢), also z € A, fur alle n > N. Dies zeigt, dass K in der

Vereinigung aller A,, enthalten ist, womit (A,,),en eine offene Uberdeckung von K bildet.

(iii) Seie > 0. Da (A, )nen (definiert wie in (ii)) eine offene Uberdeckung des kompakten Raumes
K bildet, gibt es ein N € N, sodass

N
K= A
k=0

Sei n > N und sei z € K. Wir zeigen |h,(z)| < e. Aufgrund der Monotonie von (hy)p
wissen wir

hin(z) < hi(x) < e,
fiir jedes k < N mit = € Ag. Wére h,,(z) < 0, so erhielten wir wieder Aufgrund der Mono-
tonie die Funktionenfolge, dass hp,(z) < hy,(z) < 0 fiir alle m > n, was im Widerspruch zu
hm(xz) — 0 mit m — oo steht. Daher erhalten wir 0 < h,,(z) < e. Dies zeigt insbesondere
h, = 0 fiir n — 0o. Wenden wir die Supremumsnorm an, erhalten wir schliellich

[ = gllpoe = [[Anll oo — 0
fiir n — oo. Daraus folgt f, = ¢ fir n — oc.

Abgabe: Bis Freitag, 22. Mai 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.



