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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschliellich Korollar 5.18 vorausgesetzt. Zudem darf fiir alle Aufgaben Proposition 5.25 ohne
Beweis angenommen werden. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekennzeichnet. Alle
Aussagen sind stets zu beweisen.

Sei I stets ein Intervall [a,b] C R mit a < b.

Aufgabe 6.1 (Konvergenz der LP-Norm) [4 Punkte]
Sei f € C°(I). Fiir p € R>; definieren wir

b 5
11l = ( / If(x)l”dx> .

Wir nennen ||-||;, die LP-Norm.

Zeigen Sie: lim [1fll = ||l

(Hinweis: Sei xog € I mit |f(xo)| = sup|f(z)|. Betrachten Sie f auf einer geeigneten Umgebung
xel

von x.)

Losung: Wir zeigen o
1l < Mo | £lzp < T f1fl]e < 1l 2o

woraus schon die Behauptung folgt.
Da fiir alle p € [1,00) gilt | f|P < || f||} ., erhalten wir mit dem Mittelwertsatz

b
L7 < 1l b= o).

Daraus folgt schon

D=

= [[fllge -

T ||l < Jim | (0 )

p—o0
Hierbei wurde verwendet, dass fiir alle a € (0, 00) gilt:

1
lim an =1,
n—oo

da fiir geniigend grofle n € N

1

1\~ 1 1
—] <an <nn
n

und die Ausdriicke links und rechts nach Lemma 4.50 beide gegen 1 konvergieren.



Sei fur die andere Ungleichung z¢ € I mit |f(zo)| = || f|| - Sei r € (0,1) beliebig. Dann gibt
es wegen der Stetigkeit von f eine Umgebung Bs(zg) C I von zp (mit 6 > 0), sodass fiir alle
y € Bs(zo) gilt

FOI =7 (1 fll poe -

Seien d = sup Bj(z¢) und ¢ = inf Bs(zg) (also Bs(zo) C [¢,d] C [a,b]). Dann erhalten wir mit
Proposition 5.13 und dem Mittelwertsatz

b d
L= [ie = it (@)= o) 2 Il (d o)

Daraus folgt

1
Um [fllg, > lim 7 [ fllgee (d = )7 =7 [ fll g -
P—00 p—00
Da dies fiir alle r € (0, 1) gilt, erhalten wir mit » — 1

Lim [[flle = [1f]l oo -
pP—00

Aufgabe 6.2 (L!'-Norm) [2 + 2 Punkte]

(i) Zeigen Sie, dass ||-||;: eine Norm auf dem R-Vektorraum C°(I) definiert.
(Hierbei ist ||-|| ;1 wie in Aufgabe 6.1 fir p =1 definiert.)
(ii) Sei w € CO(I). Zeigen Sie, dass
M: (CO(D), ll) = (CO) MMl ), v wew

ein stetiger linearer Operator ist.
Losung;:

(i) Positive Definitheit: Sei f € C°(I)\ {0} und sei xg € I mit |f(x0)| = ||f|| . Dann gibt es
eine Umgebung Bj(z¢) C I (mit 6 > 0), sodass fiir alle y € Bjs(xo) gilt:

11
7l = e

Seien ¢ = inf Bs(zp) und d = sup Bs(xp). Dann haben wir [c,d] C [a,b] und daher mit
Proposition 5.13 und dem Mittelwertsatz

1= [ 151= [ [ e e M=29

Homogenitit und Dreiecksungleichung: Seien f,g € C°(I) und sei A € R. Wir erhalten mit
Proposition 5.18 und Proposition 5.15

Il = LA =10 [ 1= S

und

b b b
11+l = [ 1@+ g@)de < [ 1 @ldo+ [ lo@)lda = £ + gl



(ii) Linearitit: Seien v,u € C°(I) und sei A € R. Dann haben wir

M@+ M) =w- (v+ M) = wo+ dwu = M(v) + AM (u).
Stetigkeit: Mit dem Mittelwertsatz erhalten wir fiir alle v € CY(I):

1Mvl0 = [ ool < ol [ fol = ol - ol
Nach Proposition 3.109 ist M also stetig.

Aufgabe 6.3 (Holdersche und Minkowskische Ungleichung) [2 + 2 Punkte]
Seien 1 < p, g < oo konjugierte Exponenten mit % + % = 1. Seien ferner f, g € C°(I).
Zeigen Sie

J15- a1 <1l gl
1

und
1f+glle < I fllze +Nlgllps -

(Erinnerung: Beide Ungleichungen wurden in Theorem 2.15 fiir R™ bewiesen.)

Losung: Wir zeigen zunéchst den Fall, dass einer der konjugierten Exponenten gleich oo (und
der andere gleich 1) ist: Wir haben

J 1t <1 [ 191 = 1712 gl

nach dem Mittelwertsatz. Die Mikowskische Ungleichung fir p = 1 wurde in Aufgabe 6.2 (i)
gezeigt. Fiir p = oo haben wir

1f + gl o = sup|f(z) + g(z)| < sup|f(z)| +suplg(z)| = [l + 9]l poo -
zel zel zel

Wir beweisen nun den Fall p, g # oco.
Fir k € Ny betrachten wir die Partition

b—a 2(b—a) (k—1)(b—a)
A ,a+ PREEE ,b}

P—{a,a—i—

von [ in k dquidistante Teilintervalle der Lénge b*Ta. Sei weiterhin

i(b—a)
k

Zk:{a+ :03z‘§k—1}

(also eine Menge von Zwischenpunkten & = a + @ beziiglich der Partition Py).



Wir erhalten mit Theorem 2.15:

/I 79l = Jim S(Ifgl, Pe. Z)
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()~ ()
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Aufgabe 6.4 (Ableitung und gleichméfige Konvergenz) [2 + 2 + 2* Punkte]

(a) Sei die Funktionsfolge (g5 ) fiir n > 0 durch
gn: [-1,1] 5> Rz — %—i—:pz
gegeben. Zeigen Sie:
(i) (gn)n konvergiert gleichméfig gegen eine nicht differenzierbare Funktion g.
(ii) (g),)n konvergiert punktweise gegen eine Funktion v.
(b) Sei die Funktionsfolge ( f,,)n durch

fo:[-1L,1] > Rz — v

1+ n2x?
gegeben. Zeigen Sie:
(i) (fn)n konvergiert gleichméBig gegen eine stetig differenzierbare Funktion f.

(ii) (f)n konvergiert punktweise gegen eine Funktion w.



(ifi) ' # u.
(c)* Zeichnen Sie aussagekriftige Bilder zu den angegebenen Beispielen.

(Vergleichen Sie die in dieser Aufgabe gewonnenen Erkenntnisse mit Theorem 4.47.)

Losung:

(a) (i) Da (gn)n monotn fallend ist (sehr leicht zu zeigen) gentigt es mit dem Satz von Dini
(Aufgabe 5.4) zu zeigen, dass sie punktweise konvergiert. Sei hierfur « € [—1,1]. Dann
gilt

gn(x) = Va2 = |z]

mit n — oco. Wir haben also ¢g(z) = |z|, was nicht in 0 differenzierbar ist.

x
1 3
2
(o)
Die Funktionenfolge (g},), konvergiert also punktweise gegen die Funktion v mit v(z) =
& fur  # 0 und v(0) = 0.

||

(b) (i) Es gilt

gn(2) =

fn(x) =0

mit n — oo (klar fiir = 0 und fiir # # 0 ist der Nenner unbeschénkt). Damit haben
wir f, — 0 = f fir n — oo. Wir miissen nun noch gleichméflige Konvergenz zeigen.
Dazu geniigt schon || fp|| ;o — 0 fiir n — co. Wir haben

1 — n2z2

folz) = 1+ n222)? =0

flir x = j:%. Damit erhalten wir aufgrund der Achsensymmetrie von f,

[ fnll oo = max{| fu(L)], [fu(1/n)[}-

Mit
1

12 0

fa(1)

und 1
fu(l/n) = o —0

flir n — oo erhalten wir das erwiinschte Ergebnis.

, 1 —n?z?

In@) = ey
Wir erhalten f](0) =1 fiir alle n € N. Fiir « # 0 gilt

1 — n2z2 _ n~%— 22p2 50
(1+ n2x2)2 - (n*Q + x2)2

fiir n — oo. Damit ist u(x) = 0 fir 2 # 0 und u(0) = 1.

(iii) f' #wu, dau #0.
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Abgabe: Bis Freitag, 29. Mai 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (sieche Homepage) zu beachten.



