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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschliefllich Definition 5.71 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekenn-
zeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 8.1 (Interpolationsungleichung) [4 Punkte]
Sei ¢ € C%(R) eine beschrinkte Funktion mit beschriankter zweiter Ableitung. Zeigen Sie, dass

1€/ 300 < 41" oo el poe
gilt.

(Hinweis: Betrachten Sie zundchst den Fall ¢ > 0 und wenden Sie Lemma 4.100 auf ¢(x + t)
an.)

Losung:

Aufgabe 8.2 (LP-Norm II) [2 + 2 4+ 2% 4+ 2* + 2% Punkte]
Seien a,b € R mit a < b und sei p € [1,00).

(a) Sei f € R([a,b],R). Zeigen Sie:

(i) Fur alle € > 0 gibt es eine Treppenfunktion 7': [a,b] — R, die

If =Tl <e
erfiillt.

(ii) Fir alle e > 0 gibt es eine stetige Funktion g: [a,b] — R, die

If =gl <e
erfillt.

(iii)* Fir alle e > 0 gibt es ein h € C2°((a,b)), am Rand durch Null fortgesetzt, das

|f = hll. <e
erfillt.

(Dies bedeutet, dass die glatten Funktionen mit kompaktem Trdager beziiglich der LP-
Norm dicht im Raum LP([a,b]) der Riemann integrierbaren Funktionen mit endlicher
LP-Norm liegen.)

(b) Sei ¢ € [1,00] mit g # p. Zeigen Sie:
(i)* Es gibt ein ¢ € R+, sodass fiir alle f € R([a,b],R) je eine der Ungleichungen

[fllze < cllfllpe und (fllze < cllfllL
erfiillt ist.
(ii)* Die Normen ||.||;, und |.|| ;4 sind auf R([a,b], R) nicht dquivalent.

Losung:



Aufgabe 8.3 (Glattungskern) [4 Punkte]
Eine Funktion n € C*°(R,R>¢) heiit Glittungskern, falls

1
supp n C [—1,1] und / n=1
-1

gelten.
Sei N
g R—=-R, z+ eXp(le_l) ,  falls |z < 1
0, falls |2] > 1.
Zeigen Sie:

(i) Fur jedes n € N existiert p,(z) € P(R) (also ein Polynom mit reellen Koeffizienten), sodass
Pn(a)
o) = A G ola)
fir alle a € (—1,1) gilt.
(ii) Die Funktion g ist unendlich oft differenzierbar.

(Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass g™ (1) = ¢ (=1) = 0 fir alle n € N gilt, und
iberlegen Sie sich vorab, welche Teilschritte Sie zeigen miissen, um g € C*°(R) folgern zu
konnen.)

(iii) Es gibt ein ¢ € (1,4), sodass j: R — R,z — cg(x) einen Glattungskern bildet.

Losung:

Aufgabe 8.4 (Glittung) [2 4+ 24+ 1% + 1* + 1* 4+ 2* Punkte]
Sei n ein Glattungskern. Seien ferner a,b € R mit a < b und sei f € R([a,b],R). Fiir ¢ > 0

definieren wir fur alle x € R
b

ne(@) = (2) wnd L) = [Cne -0 e

a

(i) Zeigen Sie, dass f. unendlich oft differenzierbar ist.
(ii) Sei f in g € (a,b) stetig. Zeigen Sie, dass lin%) fe(zo) = f(xo) gilt.
E—

(iii)*Sei f € R([a, b], R) nun zusétzlich stetig. Zeigen Sie, dass fiir alle 2 € (a, b) die gleichmafige
Konvergenz || fe — f|co) — 0 fiir € — 0 gilt.

(iv)* Sei f € R([a,b],R) N C'((a,b)). Zeigen Sie fiir x € (a,b) und 0 < ¢ < dist(z, {a,b}), dass
(f)e(@) = (f) (=) gilt.

(v)* Folgern Sie, dass fiir f € R([a,b],R) N C*([a,b]), k € N, und Q € (a,b) die Konvergenz
Ilfe — f||ck’(ﬂ) — 0 fiir € — 0 richtig ist.

(vi)* Sei f € C°(R) mit f(x) — 0 fiir  — 4o00. Zeigen Sie, dass f. = 0 fiir ¢ — oo gilt.

Losung:

Abgabe: Bis Freitag, 12. Juni 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (sieche Homepage) zu beachten.



