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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschlieBlich Definition 5.71 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekenn-
zeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 8.1 (Interpolationsungleichung) [4 Punkte]
Sei ¢ € C%(R) eine beschrinkte Funktion mit beschriinkter zweiter Ableitung. Zeigen Sie, dass

¢/ < 416" | o ol o
gilt.

(Hinweis: Betrachten Sie zundchst den Fall ¢ > 0 und wenden Sie Lemma 4.100 auf p(x + t)
an.)

Losung: Sei

u(x) = () + inf [p(1)].
teR

Diese Funktion ist stetig differenzierbar mit v’ = ¢’ und erfiillt u > 0. Sei x € R. Wir wenden
nun Lemma 4.100 auf u(x + ¢) fiir ¢ € R an und erhalten mit dem Mittelwertsatz:

0 <u(z+t)

= u(z) + () + / et - (r) dr

x+t
< @)+ @)+ o [+t ) dr

T=x+1

= u(x) + tu'(x) + HUHHLOo [(z + )T — %7'2

T=x
]| oo

2.
2

= u(z) +u'(z)t +

Wir haben also At?+ Bt +C > 0 fiir alle ¢, wobei A = ”u/l#, B =/(x) und C = u(x). Hieraus
folgt mit der Diskriminante eines quadratischen Polynoms:!

B? < 4AC,

also
(u'(z))* <2 ||| oo u(@).

'Die Diskriminante einer nach oben gedffneten Parabel ist genau dann positiv, wenn die Parabel zwei
Nullstellen besitzt, also wenn sie in mindestens einem Punkt negativ wird. Siehe hierzu die allgemeine
Losungsformel quadratischer Gleichungen.



Da diese Ungleichung fir alle x € R gilt, erhalten wir mit einer letzten Abschétzung:

2 2
1 o0 = 'l
< 2| s l1ull o

=2|¢"|| = || + inf |p(z)]
zeR

LOO
<2 ||90,/||L°° (HSOHLOO + inf |<P(95)>
zeR

< 2|[0"|| e 2Nl o)
= 49" 1 llep ]l oo -

Aufgabe 8.2 (LP-Norm II) [2 + 2 4+ 2% 4+ 2* + 2% Punkte]
Seien a,b € R mit a < b und sei p € [1,00).

(a) Sei f € R([a,b],R). Zeigen Sie:

(i) Fir alle € > 0 gibt es eine Treppenfunktion T': [a,b] — R, die

If =Tl <e
erfiillt.

(ii) Fir alle € > 0 gibt es eine stetige Funktion g: [a,b] — R, die

If =gl <e
erfiillt.
(iii)* Fir alle e > 0 gibt es ein h € C°((a,b)), am Rand durch Null fortgesetzt, das
If = Al <e
erfiillt.

(Dies bedeutet, dass die glatten Funktionen mit kompaktem Trdager beziiglich der LP-
Norm dicht im Raum LP([a,b]) der Riemann integrierbaren Funktionen mit endlicher
LP-Norm liegen.)

(b) Sei ¢ € [1,00] mit g # p. Zeigen Sie:
(i)* Es gibt ein ¢ € R+, sodass fir alle f € R([a,b],R) je eine der Ungleichungen
1flle <cllfllpe wnd [[fllge < cllfll

erfillt ist.

(ii)* Die Normen ||.||;, und ||.|| ;4 sind auf R([a,b], R) nicht dquivalent.

Losung:

(a) Beide Aussagen sind trivial fiir f = 0. Wir nehmen also f # 0 an.
Sei 0 > 0 und sei P = {xo,..., 2z} eine Partition von [a, b] mit o(f, P) < J.



(i) Setze

n—1

T = f@)Xwszier) + S (@)X {n}-
=0
Dann gilt
b L
If =Tl = ( / F(8) = T(@)” dt)
n—1 Tt %
- ( [ - s@or dt)
i=0 * i
nol gy P
< losc fil? dt)
=/
n—1 P
- (Z losc fil? |I,>
=0
n—1 %
s( |oscfi|<2|f||m>p—1|fi|>
1=0
= @[ fl.=)"F (o(f, P))>
< @[fll=)T 67
Mit

1-p\P
5= (= @I7l-) 7")
erhalten wir das erwiinschte Ergebnis.

(ii) Sei g: [a,b] — R der Polygonzug, der durch
g(t) = m;(t — z;) + f (i)
firie {0,...,n— 1}, t € [x;,x41] und m; = % gegeben ist.
g ist wohldefiniert und stetig: Offensichtlich ist g auf (x;, x;41) fir i € {0,...,n — 1}
wohldefiniert und stetig. Einfaches Nachrechnen zeigt

mi(ziv1 — xi) + f(2i) = f(Tit1) = mip1(Tig1 — xiv1) + f(Tig1)

fir alle ¢ € {0,...,n — 1}. Dies zeigt, dass g auch an den Partitionierungsstellen wohl-
definiert und stetig ist.

Nach Definition von g haben wir min{f(z;), f(zi+1)} < ¢(t) < max{f(z:), f(zit1)}
und daher |f;(¢t) — gi(t)| < osc f fur alle i € {0,...,n — 1} und alle ¢ € I;. Wir kénnen
nun &hnlich wie in Teil (i) vorgehen:
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(iii) Sei 6 > 0. Wir gehen in mehreren Schritten vor und verwenden die Ergebnisse der
Aufgaben 8.3, 8.4 und 6.1.
1. Sei M = |a| + |b| + 1. Dann gilt [a,b] C [—M, M]. Wir setzen f auf [-M, M] fort,
indem wir es fiir « ¢ [a, b] gleich 0 setzen. Dann ist f € R([—M, M],R).
2. Mit Aufgabenteil (ii) finden wir eine stetige Funktion ¢ mit

1f =9l <0

3. Sei fiir ¢/ > 0 die Glattung g., wie in Aufgabe 8.4 mit 7 = j aus Aufgabe 8.3 definiert.
4. Mit Aufgabe 8.4 (iii) erhalten wir ein ¢’ > 0 mit
192 = 9l oo (a,e) < 0-

Setze h = g... Dies ist nach Aufgabe 8.4 (i) unendlich oft differenzierbar.
5. Wir schrénken nun f, g und h wieder auf das Intervall [a, b] ein.

6. Nach der Losung von Aufgabe 6.1 gilt

lg =Rl < cllg = Al
fiir ein ¢ > 0, das nur von p und M abhéngt.
7. Insgesamt erhalten wir
15 = Bl < 1f = gllo + g = Bl < 6+ <.
Da ¢ nur von p und a, b abhéngt, kénnen wir 6 nun so wéhlen, dass § + ¢d < ¢ gilt.

(i) Fall 1: ¢ < p. Setze

p—aq

c=(b—a) .

Wir verwenden die Hoéldersche Ungleichung mit Exponenten 1 < %, pp%q < oo. Es gilt

¢, P-a_
p D

es handelt sich also um giiltige Exponenten.

[ s (/abu%)p"q (/ab(lfl")

4

2t
kRS

) =b-a) 7 |f]%.



Durch potenzieren mit % erhalten wir die zweite Ungleichung.

Fall 2: p < g < co. Wir kénnen analog zu Fall 1 argumentieren, wobei

a—p

c=(b—a)vr,

und erhalten die erste Ungleichung.
Fall 3: ¢ = co. Es gilt

19120 = (/ab\f\py’ < (/abufupwf

(ii) Fall 1: ¢ < p. Nehme an es gibt ¢ > 0 mit [|f||;, < ¢||fll;q fir alle f € R([a,b]).
Betrachte fir n € N

(b—a)7 |l -

In = N X{a,a+n—"]-
Es gilt

= nf(gfl) — 0 fiir n — o0,

Q=

1
L= (n"PnP)? = ||fullp» < cllfallpe = (n7P09)

ein Widerspruch.

Fall 2: p < ¢ < 00. Analog zu Fall 1.

Fall 3: ¢ = oo. Mit f, wie gerade gilt || fn|/;», = 1 und || fn||; = n. Eine Ungleichung
der Form ||f||;~ < ¢||f]l;» kann es also nicht geben.

Aufgabe 8.3 (Glattungskern) [4 Punkte]
Eine Funktion n € C*°(R,R>¢) heifit Glattungskern, falls

1
supp n C [-1,1] und / n=1
~1

gelten.
! 1
h g R—=R, z~ eXp(m) , falls |z] < 1
0, falls |a| > 1.
Zeigen Sie:

(i) Fur jedes n € N existiert p,(z) € P(R) (also ein Polynom mit reellen Koeffizienten), sodass

10) = o ata)

fur alle a € (—1,1) gilt.

(ii) Die funktion g ist unendlich oft differenzierbar.

(Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass g/ (1) = ¢ (=1) = 0 fiir alle n € N gilt, und
tberlegen Sie sich vorab, welche Teilschritte Sie zeigen miissen, um g € C*°(R) folgern zu
konnen.)

(iii) Es gibt ein ¢ € (1,4), sodass j: R — R,z — cg(z) einen Glattungskern bildet.

Losung:



(i) Beweis per Induktion: Die Aussage ist klar fiir n = 0. Angenommen fiir ein beliebiges, aber
festes n € N gilt die Aussage bereits. Wir erhalten fir z € (—1,1):

4D () = ( (@) —2 (@) —dnpa(a)x )g(x)

(22 — 1)2n ’ (22 — 1)2 T (22 —1)20 " (22 — 1)2nH1
_ —2apa(x) + p () (2? = 1)* — dnpy(x)z(2® = 1) ()
B (22 — 1)2(n+1) UL

was von der gewiinschten Form ist.

(ii) Auf der offenen Menge Q@ = R\ [—1, 1] ist g konstant 0. Daher gilt fiir alle z € € und alle
n € N:
9™ (0) =0.
Auf dem Intervall (—1,1) wurde bereits in (i) bewiesen, dass g unendlich oft differenzierbar
ist.

Wir zeigen nun per Induktion, dass ¢ (1) = ¢ (—1) = 0 fiir alle n € N gilt. Dies ist klar
fiir n = 0. Sei n € N also beliebig, aber fest, und nehme an, dass die Aussage fiir n bereits
bewiesen ist. Wir erhalten mit der Substitution ¢ = (22 — 1)~! und Proposition 4.63

(n) _ _
g\ (x) —g(1) ~ lim 0-0 _
zl1 r—1 zll x—1

0,

@) g™ _ G e 1))
= lim
11 x—1 1l z—1
pu(@)(z +1)
o (22 — 1)2(a2 — 1)

exp((2® —1)7)

-0,
also gt (1) = 0, sowie
(M) () — g™ (= _
limg (z)—9g (1):lim0 020,
zt—1 T+ 1 zt-1x+1
O el VO - e (Gt I
zl—1 r+1 - zl—1 r+1
n —1
— lim p (1‘)(1‘ ) )exp((x2 _ 1) 1)

also gt (=1) = 0.

(iii) Da g auf [—1, 1] stetig ist gilt g(_1 1] € R([~1,1],R). Setze



Dann sind nach Aufgabenteil (ii) schon j € C*°(R) und supp j C [—1, 1] erfiillt. Weiterhin

gilt
1 1
/ j= c/ g=1
-1 -1
Es bleibt zu zeigen, dass 1 < ¢ < 4, also
1 1
- < < 1.
4 /_1 g
Fir die Abschitzung nach oben haben wir
1
9= 2 gl = 2000) = 27 <1

da 2 <e. (Dass g(0) = ||gll 00 ((—1,1]) folgt aus ¢’(0) = 0 und der Tatsache, dass g in —1 und
1 sein Minimum annimmt.) Fir die Abschétzung nach unten haben wir

[Lo=]

da e* < 2,8% < 43, (Dass g(%) nf‘g|[ 1/2, 1/2]‘ folgt aus der Tatsache, dass g auf dem

_4
3

. 1
g > inf ’9\[—1/2,1/2]’ = 9(%) =e 3> R

N:\»—t

kompakten Intervall [—1/2,1/2] sein Minimum an den Randpunkten annimmt.)

Aufgabe 8.4 (Glattung) [2 4+ 24 1% + 1* + 1* 4 2* Punkte]
Sei n ein Glattungskern. Seien ferner a,b € R mit a < b und sei f € R([a,b],R). Fiir ¢ > 0
definieren wir fiir alle x € R

b
ne(@) = (2) wd f@)i= [nde-0f@
(i) Zeigen Sie, dass f. unendlich oft differenzierbar ist.

(ii) Sei f in o € (a,b) stetig. Zeigen Sie, dass lin%) fe(zo) = f(xo) gilt.
E—

(iii)*Sei f € R([a, b], R) nun zusétzlich stetig. Zeigen Sie, dass fir alle 2 € (a, b) die gleichmafige
Konvergenz || fe — f||coq) — 0 fiir € — 0 gilt.

(iv)* Sei f € R([a,b],R) N C'((a,b)). Zeigen Sie fiir x € (a,b) und 0 < ¢ < dist(z, {a,b}), dass
(f)e(@) = (f2)(z) gilt.

(v)* Folgern Sie, dass fiir f € R([a,b],R) N C*([a,b]), k € N, und Q € (a,b) die Konvergenz
Ilfe — f“ck(Q) — 0 fiir € — 0 richtig ist.

(vi)*Sei f € CO(R) mit f(x) — 0 fiir  — do0. Zeigen Sie, dass f- = 0 fiir e — oo gilt.
Losung:

(i) Bemerke zunéchst, dass 7. unendlich oft differenzierbar ist. Wir zeigen per Induktion, dass

fir alle n € N gilt
£ (x / ne (xz —t) f(t) dt.

Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen Sei die Aussage bereits fiir ein beliebiges, aber festes n € N
bewiesen. Setze F' = fg( und g(t,z) = nén)( t)f(t) fir alle ¢t € [a,b] und alle z € R. Zu
zeigen ist nun

b 9g

Fl'(z) = i

991, z) dt



fir alle z € R. Wir gehen wie im Beweis von Theorem 5.72 vor.

Sei xg € R. Dann erhalten wir fiir € R:

P =Pl 100 0

T — To o OT a

b —
(g(t,x) g(t, o) _ 8g(t,x0)> dt =: I.
T — Zg Ox

Wir erhalten

b
U!S/
/b

b
[
a 56[11:0,11:]

1

dt - —
|z — x|

o) — glt,0) = 22 (t,20) - (&~ 20)

1

dt -
|z — 0|

(1 = 1) = (o~ 1) F0) ~ 22 (t,20) - (2 — w0)

(e~ 1) £(8) — 22t o) dt

ox

= [ sup [nl(E =) =l (o — 1)) 1 £(1)] dt
a ¢€[zo,x)
b
<l [ sup a0~ 0) =il a0 — 1) d.
a f€[$0,x]
Aufgrund der Stetigkeit von 7. konvergiert die rechte Seite mit x — xg gegen 0. Wir erhalten
mit
lim I =0
T—T0

die Behauptung.

(ii) Sei § > 0 beliebig. Wir wéhlen 0 < € < 1 so klein, dass B:(xg) C [a,b] (also a < zg — e <
zo+e < b)und |f(y)— f(zo)| < fiir alle y € [a, b] mit |zo—y| < € gilt. Zunéchst berechnen
wir unter Verwendung von supp n C (—1,1)

b a . xo —t . IO;a 1
/ng(mo—t)dt:—/b e 8 dt =¢ /m n(z)edz:/_ln(z)dz:l,

_b _
da = < —1 < 1 < =%, Daraus folgt

/ab Ne(xo — t) f(x0) dt = f(x0).

Wir erhalten

b
o) = Fla)] = | [ oo = O(FE) = o) de

< sup |f(y)— f(zo)l ne (o — t) dt < 6.
yEBE(Io) Be(ﬁo)

<s <1
Da 6 > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

(iii) Sei K = Q. Da f|x gleichméfBig stetig ist, ist die Wahl von ¢ in Teilaufgabe (ii) unabhingig
von zp € K (es hdngt nur von K ab). Wir erhalten daher gleichméfige Konvergenz, d. h.
wir erhalten [|fe — f|lco(q) — 0 fir e — 0.



(iv)

Wie in Aufgabenteil (ii) haben wir
Ne(z — a) = n.(z — b) = 0.

Durch partielle Integration und der Lésung zu Aufgabenteil (i) erhalten wir:

) = [ atte ~ 70y

b
= ~lnee = OfOL+ | nela -0 @)
= (f)e(a).

Sei K = Q. Der Fall k£ = 0 wurde in Aufgabenteil (iii) bewiesen. Sei nun £ > 0 und nehme
an, dass die Aussage fiir kK — 1 schon bewiesen wurde.

Sei ¢ > 0 mit ¢ < idist(K,{a,b}). Dies ist méglich, da K kompakt ist und somit der
Abstand von K zu a bzw. b grofler als 0 ist.

Die iterative Anwendung von dem Argument in Aufgabenteil (iv) gibt uns

fur alle x € K.

Jetzt erhalten wir wie in Aufgabenteil (iii)

e = (el = £IP

mit € — 0. Alle Ableitungen (bis zur k-ten Ordunung) konvergieren gleichméBig, es liegt
also Konvergenz in C*(K) vor.

Bemerke zunéchst, dass f beschrénkt ist: Seien L, M > 0 mit |f(z)| < M fir alle x € R
mit |z| > L. Dann gilt
11l < max { M, | fllpoep ) } -

Fir alle 2 € R haben wir
[e%s) xT+e
@)= [ n@-vf@d=[ n@-vfea

—&

da n.(x —t) =0 fur alle t ¢ [x — &,x + ¢]. Daraus folgt

fo(z)=¢"" /:Jrsn (:1: 8_ t) f(t)dt = /_11 n(z)f(x —ez)dz.

—&

Sei 6 > 0 und sei r > 0 mit |f(x)] < g fiir alle z € R mit |z| > r. Sei weiterhin € > 2r mit
e > 45 ||n|l oo || f]l oo - Dann gilt fiir alle z € R mit |z| > r +&:

5@l =|[ s -] < | [ e =5 <

da |z —ez| > r fiir alle z € [-1, 1].

Fiir alle iibrigen z € R konnen wir in verschiedene Félle unterscheid.



ze[-r—er—e¢ (alsor+e<r,z—e<r—2e<-—r):

[ e al

T

e =050t +| [ ne - 0f@

|fe(x)] =

IN

r—

J .
< g H2e il 1l <6
zer—e,—r+e (alsor+e>r,z—e < —r):

|fe ()] =

[ al

—r r

IN

T+
| m@-vswa

ne(x — ) f(2) dt‘ + ’ ne(x —t)f(t) dt) +

xr—e -Tr

1) _ 1)
< i 2re ™ [0l poo | fll oo + 1= 0.

ze€[-r+er+e(alsor+e>—r+2e>r,x—ec>—r):

|[fe(2)| =

[ - nswal

—€

<| [ -0+ | [ na-oroa

_ 0
< 2l £l + 3 <6

Abgabe: Bis Freitag, 12. Juni 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.
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