O. Schniirer, L. S. Krapp Universitat Konstanz
Sommersemester 2020 Fachbereich Mathematik und Statistik

Ubungen zur Vorlesung Analysis II
Blatt 10

Abgabe von: Musterstudent 1121314 %2
Tutor(in): Mein Lieblingstutor 41414141 16

Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis ein-
schliefilich Theorem 6.17 vorausgesetzt. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 10.1 (Ableitungen und Gradienten) [2 + 2 Punkte]
Sei n € Nsg. Uberpriifen Sie die folgenden Funktionen auf Differenzierbarkeit und berechnen Sie
die Ableitung sowie den Gradienten in allen Punkten, in denen die jeweilige Funktion differen-
zierbar ist.

(i) f:R" >R, z— |[z].
(ii) g: R*"\ {0} - R", =+ %

Izl

Losung: Diese Losung kommt ohne die Verwendung der Jacobi-Matrix aus und nutzt ausschlief3-
lich die Kettenregel und die direkte Berechnung von Ableitungen. Selbstverstiandlich konnen viele
der Nachweise mit Verwendung der Jacobi-Matrix deutlich abgekiirzt werden.

(i) Die Wurzelfunktion r: Rsg — R, a — /a ist fir o > 0 differenzierbar mit Ableitung
' (a) (B) = % fiir alle 8 € R. Fiir z € R” und € € R gilt
|z + €17 = ll2* + 2 (2, &) + €17 = [l2l|* +2 (& 2) + o(|]])-

s:R" = R, z+ ||z||? ist also differenzierbar mit Ableitung () (¢) = 2 (€, z) fiir alle £ €
R™. Es gilt f(z) = r(s(x)) und wir erhalten mit Hilfe der Kettenregel die Differenzierbarkeit
von f in x # 0. Die Ableitung lautet

(z,§) _ (2,6

9 HUC||2_ (|||

F/(@) (€)= 1'(s(@)) (' () (€)) = 2" (|l2]*) {(w, €)) =2

fir alle £ € R™.
Nach Definition des Gradienten gilt
x
€@ = (&)

]

fir alle £ € R™. Daraus folgt V f(z) = Hfﬂ—” = g(x).

An der Stelle 0 ist f nicht differenzierbar: Angenommen, f wére in 0 differenzierbar. Dann
wére es insbesondere partiell differenzierbar. Wir erhalten
—t [teall

—1=1lim — =lim D, f(0) = lim = lim
10t 7ot tlo ¢ tl0

ein Widerspruch.



(ii) Wir verketten folgende Funktionen:
a: R*"\ {0} = (R\{0}) x R", & = (||z]|, z),
B: (R\{0}) x R” = (R\ {0}) x R", (a,2) > (a™',z),
v: (R\{0}) x R" - R", (a,x) — az.

Es gilt g = v o 8 o a. Wir berechnen die Ableitungen, wobei z,£ € R™ und A, e € R sind:

o +6) = (o +8ll. v+ = (el + (& 707 ) +o(lel). 2 +¢)

:M@+(@wa>@)+mmw
Wl

o/ (z)(€)
BA+e, z+&) = ( x + ) (/1\—1—)\2—1—0(\5\),36—1-5)

(2¢)+owamm

B'( Ax)((aé))
TA+e z+8=A+e)(z+&) = v +er+ A+
= 7()‘71‘) + ex+ )‘f + 0(”(‘£?§)||)
N—_——
¥ (Az){(£,€))

Aufgrund der Kettenregel ist g also in € R™ \ {0} differenzierbar und es gilt
g'(@) (&) = (Y (Boa(@))o(Boa)(x))(§) = ﬁ o a(z)) o f(a(x)) 0 o'(2)) (&)

= (7 (p ) 0 B'C ku (< ):6))

:ygm@<( QH L

5_<5W £ (Ea)w

= — r=— —
[ [T

Aufgabe 10.2 (Eigenwerte symmetrischer Matrizen 1) [2 + 2 Punkte]
Sei n € Ny und sei A € R™™™ symmetrisch. Betrachte die Abbildung

(Azx, z)

e: R"\ {0} = R, 2+ e
x

(i) Zeigen Sie, dass es ein zg € S*~! mit

— inf ot
(o) teﬂég\{o}w)

gibt, d.h. die Funktion ¢ nimmt ihr globales Minimum in S"~! an. Folgern Sie, dass
Dy(xp) = 0 gilt.

(ii) Berechnen Sie Dy(x)(y) fiir x € R™\ {0} und y € R™. Folgern Sie, dass z¢ ein Eigenvektor
der Matrix A ist. Was ist der zugehérige Eigenwert?

Losung:



(1)

(i)

Wir bemerken zunéchst, dass fiir alle A € R\ {0} und alle x € R™\ {0} gilt:

(A(Ax), Mz) A2 (Az, )
Ax) = ==
P T TR

= ().

Da ¢ als Komposition stetiger Funktionen stetig ist, nimmt ¢|g.—1 auf der Kompakten
Menge S"! sein Minimum an. Sei 2o € S*~! mit

— inf (1)
plwo) = inf (1)

Wir zeigen, dass ¢(zp) schon das globale Minimum von ¢ ist. Sei hierzu y € R™\ {0}. Dann
gilt fiir A = [|y|| "
p(y) = v(Ay) = @(x0),
da \y € S* 1.
Da ein globales Minimum insbesondere ein lokales Minimum ist und die Funktion ¢ in

einer offenen Umgebung von zg differenzierbar ist, erhalten wir mit Theorem 6.15, dass
Dp(z0) = 0 gilt.
Seien
A:R"—R"xR", x> (z,z)
und
u: R" xR" = R, (z,y) — (Azx,y) .
Die Ableitung von A ist durch
DA(z) (y) = (y,9)
gegeben, da A(z + y) = A(z) + (y,y) gilt. Die Funktion u ist eine Bilinearform.

Wir wenden die Ketten-, Produkt- und Quotientenregel, die Losung von Aufgabe 10.1 (i)
sowie Beispiel 6.7 an:

Doty = D (“22) @)y)

_ (D(UOA)(:C) (qu)(:c)Ds(x)) -

s(z) s%(z)

_ (Du(a:,a:) o DA(z) (Az,x) Ds(x)) ()

]

Wir erhalten also fiir alle y € R™:
<A(If(),y> <A1'071'0> <x07y>

[N [Jzo|*
= (Azg,y) — (Azo, 7o) (T0,Y)
= (Azo, y) — ((Azo, 20) T0, y)
= (Azo — (Ao, 20) 0, Y)-



Daraus folgt Axzg — (Azg,x0) xo = 0, also Azg = (Axg,zo) xo. Dies zeigt, dass xp ein
Eigenvektor von A mit Eigenwert (Axg, xo) ist.

Aufgabe 10.3 (Wer lebt wo?) [4 Punkte]
Fiir ihre Vorbereitung auf die Analysis-Klausur findet eine Studentin folgende Zeilen in ihren
Mitschriften:

Seien n,m € Nsg, sei A: R x R — R" eine stetige bilineare Abbildung und seien f,g € C*(R™).
Dann gilt fir h(z) := A{f(x),g(x)),

Dh(xo) (y) = D(Ao [f x g] o A)(wo) (y)

(DA fxg (20))) 0 D([f % g 0 A)(0)) ()

= (DA(f(0), g(x »ODngK( »oDAuwa
= (DA(f(x0), 9(z0)) o DIf % gl(A(20))) ((y

DA <<> wmxuvw@<> @w<»>

= A(f(x0), Dg(z0) () + A(Df(wo) (y), 9(z0)) -

g(x
g(x
(

Helfen Sie der Studentin, diesen Beweis wieder zu verstehen, indem Sie

(a) die fehlenden Definitionen der auftretenden Funktionen A und [f x g] ergénzen.

(b) fur die folgenden Ausdriicke angeben, zu welchen Rdumen sie gehéren. Benutzen Sie dabei
soweit moglich die Schreibweisen C+(...) und L_(...) anstatt Abb(...).

(i) zgp € R™
(ii)) y € R™
(iii) A € Lo(R;R™)
(iv) [f x g] € CHR™ x R™ R x R)
(v) A e C®R™R™xR™)
(vi) h € CY(R™,R")
(vii) [f x g]o A € CY(R™, R x R)
)
) D
)
1)
)
)
)

(viii) D([f x g] o A)(xp) € L(R™,R x R)

(ix) DA(f(xo), 9(z0)) € L(R x R, R")
() DIf x gl(A(xo)) € L(R™ x R™ R x R)
(xi) DA(wo) € L(R™,R™ x R™)

(xii) Dh(xo) € L(R™,R"™)

(xiii) Df € CO(R™, L(R™,R))

(xiv

A(Df(wo0) (y)  9(0)) € R"



Losung: Ist direkt in der Aufgabe eingetragen.

Aufgabe 10.4 (Interpolationsungleichung IT) [4 Punkte]
oo o0
Fiir eine Funktion f: R? — R schreiben wir / f fir / / f(z,y) dz dy.
R2 —o0 J—00

In einem alten Buch hat ein Student auf der Suche nach der Losung zu einer Ubungsaufgabe
folgenden Beweis gefunden, in dem leider einige Zeilen nicht mehr zu lesen waren:

Sei u € CY(R?) eine Funktion mit kompaktem Triger.

wy—z/ tydt<2/ u(t, y)| [|Vult, )| dt.

Daraus folgt

Lot <a [~ ([ meiivuemia) ([ ute119uw, o) ds) vy
—a ([ l1vul)
) o)

Formulieren Sie die Aussage, die hier bewiesen wurde, und begriinden Sie die einzelnen Beweis-
schritte, die hier durchgefiihrt wurden.

Losung: Aussage: Sei u € C'(R?) eine Funktion mit kompaktem Triger. Dann gilt

for < (o) (fulmert)

Da u einen kompakten Triiger hat, gibt es ein M € Nx, sodass supp v C [—(M — 1), M — 1)?
gilt. Also insbesondere gilt u(z,y) = 0, falls |x| > M oder |y| > M (und selbiges gilt fiir beide
partiellen Ableitungen).

ey =2 [ y>g (t.v)de

—0o0
— Es geniigt
(x,y) = 2/ (t,y)dt
zZu zeigen:
x
2/ U(t,y ty )dt = / 2(t,y) dt = u?(z,y) — u?(—M,y) = v?(z,y).
-M

2/ Sty dt<2/ ult,y)] [Vu(t,y)| dt

— Dies ist offensichtlich, da u(t,x) < |u(t, )| sowie

Dyu(t,y) < +/(Dru(t,y))? + (Dault,y))? = | Vu(t, )|

fiir alle ¢,y € R? gilt.



Loat<a [ ([ wtlivataia) ([~ el [Tue ) ds) dedy

— Hier wurde schlicht u? - u? durch oben gezeigte Gleichung (einmal fiir x, einmal fiir y)
abgeschétzt.

([ e livuide) ([ futw o) [Vute.s)) ds) dedy
S RZIZ0N

— Es geniigt

/ / (/ u(t, y)| | Vu(t, y)l!dt> (/]Z[/[\u(x,sﬂ HVu(x,s)Hds) dx dy
(// wyu|w<xy>udwdy>2

Zu zeigen:

M M M M
/] (/ [utt, )l [Vu(t, ) |dt)< u(w,5)| [Vu(a, s>|ds) dr dy
-MJ-Mm \J-M M
M M M
( [t 1Vutt.y)] dt) (
-M M \J-M
M M M
:/_M </_M lu(zx, s)|||Vu(z, s Hds) dx - / (/M (t, )| | Vul(t, y)||dt>
M M
- ( /] ru<m,y>ruw<x,y>rdxdy) ,
M J-M

wobei wir bei der letzten Gleichung Korollar 5.81 angewandt haben.

o fiwat) <a( [ ) ([ 1wur?).

u(z, s)| |[|[Vu(z, s)|| ds) dz dy

— Es geniigt
([ [ v >||dxdy>2
</AA/[/[/A; (z,y dacdy) (/ / IVu(z, y)|? dwdy)



zu zeigen. Wir wenden zweimal die Holdersche Ungleichung an:

(2 [ v j;)dxdy)Q -
</A; (/A; u(x,y)!2dx>2 (/A; ||Vu(1:,y)||2dx>2 dy)
<([ [ enaan) ([ 19 asa).

IN

Abgabe: Bis Freitag, 26. Juni 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.
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