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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschlieBllich Bemerkung 6.36 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * ge-
kennzeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Definition. Seien F, F' Banachrdume, sei 2 C F offen und sei f: 2 — F. Dann heifit f in x € Q)
Gateauz-differenzierbar, falls A € L(E, F) existiert, sodass fiir alle h € E

lim = (F (4 th) — f(z) — Alth) =

gilt. (Hierbei nimmt ¢ Werte in R an.) Wir nennen A die Gdteauz-Ableitung von f in x und
bezeichnen diese mit ff(z). Ist f in jedem Punkt z € Q Gateaux-differenzierbar, so heifit f
Gateauz-differenzierbar und die Abbildung = — f(x) heiit Gateauz-Ableitung von f.

Die Funktion f heiit in = € Q Fréchet-differenzierbar, falls B € L(E, F) existiert, sodass

L (f(e )~ f(e)— Bh) =0

lim
h—0 HhH

gilt. (Hierbei nimmt A Werte in E an.) Wir nennen B die Fréchet-Ableitung von f in x und
bezeichnen diese mit ff(z). Analog zu oben definieren wir Fréchet-Differenzierbarkeit und die
Fréchet-Ableitung.

Die Funktion f heifit stetig Gateaux-differenzierbar bzw. stetig Fréchet-differenzierbar, falls ihre
Géateaux- bzw. Fréchet-Ableitung stetig ist.

Aufgabe 11.1 (Gateaux- und Fréchet-Ableitung) [1 + 1+ 2 + 1* Punkte]
Seien F, F' Banachrdume, sei 2 C E offen und sei f: Q — F.

(i) Zeigen Sie, dass f genau dann Fréchet-differenzierbar ist, wenn es differenzierbar ist. Folgern
Sie, dass in diesem Fall f, = Df gilt.

(ii) Sei f Fréchet-differenzierbar. Zeigen Sie, dass f Géateaux-differenzierbar ist und f, = fp
erfullt.

(iii) Sei f stetig Gateaux-differenzierbar. Zeigen Sie, dass f auch stetig Fréchet-differenzierbar
ist und f = f¢, erfiillt.

(Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass f die Gleichung

1
flx+h)— fx+th)d f&(x + th)(h) dt
9= | it [ 5

1
= So@)h) + [ (ol + th) (k) = S(a) () dt
erfiullt.) ’



(iv)*Erldutern Sie in Worten den Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit
und finden Sie eine Funktion, die Gateaux-, aber nicht Fréchet-differenzierbar ist.

Losung;:

Aufgabe 11.2 (Bilineare Abbildungen) [2 + 2 4+ 0* + 2* Punkte]
Seien E1, Ea, F' Banachrdume und sei A € L(Eq, Ea; F).

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) A ist stetig.

)
(ii) A ist in O stetig.
(iii) Die Operatornorm || Al ist endlich.
)

(iv) Es gibt ein ¢ > 0, sodass die Abschatzung

[AGz, )| < cllzl yl
fir alle (z,y) € Eq x Ey gilt.

(b) Zeigen Sie, dass (L(E1, E2; F), ||-||) ein Banachraum ist.

(c)*Sei B: Ej X F5 — F eine lineare Abbildung, sei (z,y) € E1 X F5 und sei A € K. Vergewissern
Sie sich, dass

Az, My) = N2 A(z,y) und
B{(Az, \y)) = AB((,y))
gelten.
(d)* Zeigen Sie, dass
b L(Ey; L(Ey, F)) = L(Ey, By F),  a= ((2,y) = (a(2))(y)

einen normerhaltenden Vektorraumisomorphismus definiert.

Losung:

Aufgabe 11.3 (Distanz zum Einheitsquadrat) [1 + 3 Punkte]

Sei Q = {(z,y) € R?: max{|z|,|y|} = 1} das Einheitsquadrat. Wir betrachten die Distanzfunk-

tion 9 .

A:R* =R, a+ inf |ja —¢].
geq

(i) Zeichnen Sie die Niveaulinen von A, d.h. die Mengen

Na(e):== A7 ({e}) C R?,

firc=0,c=35,c=1und c= 3.

(ii) Sei f = Al(g,00)2- Priifen Sie f auf Differenzierbarkeit und berechnen Sie die Ableitung von
f in allen Punkten, in denen es differenzierbar ist.

Losung:



Aufgabe 11.4 (Numerische Suche nach einem Minimum) [1 + 1* + 3 + 4* Punkte]
Sei n € Nug und sei u € C*(R"). Die Funktion u heifit koerziv, falls u(x) — oo fiir ||z| — oo
gilt. Sei (Ag)x eine Folge in [0, 1] und sei zp € R™. Die Folge (xy)x in R™ sei rekursiv durch

Tkl = Tk — )\kHVu(xk)

fir alle £ € N gegeben. Wir sagen, dass u die Abstiegseigenschaft ab x¢ (mit Schrittfaktorfolge
(A )x) hat, falls es fiir alle £ € N die Ungleichung

A
w(angr) < ) = 55 [ Vulay) |

erfiillt.

(i) Sei (M) die konstante Folge mit A, = 1 fiir alle k € N. Finden Sie eine koerzive Funktion
s € CY(R?), die fiir alle 29 € R? die Abstiegseigenschaft ab x( hat.

(ii)* Sei (Ag) die konstante Folge mit Ay = %0 fiir alle ¥ € N. Finden Sie eine koerzive Funktion
w € C1(R?), die fiir kein zg € R?\ {0} die Abstiegseigenschaft ab xg hat.

(iii) Sei u € CY(R") koerziv und sei 79 € R™. Wir nehmen an, dass u die Abstiegseigenschaft
ab o mit konstanter Schrittfaktorfolge (Ag)r mit A\ = % besitzt. Zeigen Sie, dass eine
Teilfolge der Folge (z1)r gegen einen kritischen Punkt von u konvergiert.

(Hinweis: Zeigen Sie dazu zundchst, dass es fir jedes € > 0 und jedes kg € N ein k > ko
mit | Vu(zg)|| < e gibt.)

(iv)* Sei v € CY(R") koerziv und sei x¢ € R™. Fiir alle k € N withlen wir m € N5 minimal mit

2
’U(.%'k _ vvr(nxk)> < v(zy) — HV'U(xk)H

3m

1

und setzen A\gy1 = ;..

Zeigen Sie, dass die Folge (A\;)r wohldefiniert ist und v die Abstiegseigenschaft ab z( hat.
Folgern Sie, dass (zy)x eine Teilfolge besitzt, die gegen einen kritischen Punkt von v kon-
vergiert.

Losung:

Abgabe: Bis Freitag, 03. Juli 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.



