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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung dieses Ubungsblatts werden alle Resultate bis
einschlieBllich Bemerkung 6.36 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * ge-
kennzeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Definition. Seien F, F' Banachrdume, sei 2 C F offen und sei f: 2 — F. Dann heifit f in x € Q)
Gateauz-differenzierbar, falls A € L(E, F) existiert, sodass fiir alle h € E

lim = (F (4 th) — f(z) — Alth) =

gilt. (Hierbei nimmt ¢ Werte in R an.) Wir nennen A die Gdteauz-Ableitung von f in x und
bezeichnen diese mit ff(z). Ist f in jedem Punkt z € Q Gateaux-differenzierbar, so heifit f
Gateauz-differenzierbar und die Abbildung = — f(x) heiit Gateauz-Ableitung von f.

Die Funktion f heiit in = € Q Fréchet-differenzierbar, falls B € L(E, F) existiert, sodass

L (f(e )~ f(e)— Bh) =0

lim
h—0 HhH

gilt. (Hierbei nimmt A Werte in E an.) Wir nennen B die Fréchet-Ableitung von f in x und
bezeichnen diese mit ff(z). Analog zu oben definieren wir Fréchet-Differenzierbarkeit und die
Fréchet-Ableitung.

Die Funktion f heifit stetig Gateaux-differenzierbar bzw. stetig Fréchet-differenzierbar, falls ihre
Géateaux- bzw. Fréchet-Ableitung stetig ist.

Aufgabe 11.1 (Gateaux- und Fréchet-Ableitung) [1 + 1+ 2 + 1* Punkte]
Seien F, F' Banachrdume, sei 2 C E offen und sei f: Q — F.

(i) Zeigen Sie, dass f genau dann Fréchet-differenzierbar ist, wenn es differenzierbar ist. Folgern
Sie, dass in diesem Fall f, = Df gilt.

(ii) Sei f Fréchet-differenzierbar. Zeigen Sie, dass f Géateaux-differenzierbar ist und f, = fp
erfullt.

(iii) Sei f stetig Gateaux-differenzierbar. Zeigen Sie, dass f auch stetig Fréchet-differenzierbar
ist und f = f¢, erfiillt.

(Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass f die Gleichung

1
flx+h)— fx+th)d f&(x + th)(h) dt
9= | it [ 5

1
= So@)h) + [ (ol + th) (k) = S(a) () dt
erfiullt.) ’



(iv)*Erldutern Sie in Worten den Unterschied zwischen Gateaux- und Fréchet-Differenzierbarkeit
und finden Sie eine Funktion, die Gateaux-, aber nicht Fréchet-differenzierbar ist.

Losung:
(i) Sei f Fréchet-differenzierbar. Dann gilt fiir alle zg €  (durch die Substitution h = x — xz):
@)~ f@0) — fpla) e —mo) | flao+h) — Flzo) — Fh(ro) (b

T—T0 |z — zol| h—0 [

=0.

Insbesondere ist f in zq differenzierbar mit D f(z¢) = fg(x0).
Fiir die Riickrichtung kénnen wir analog argumentieren, indem wir x = xg-+h substituieren.
(ii) Sei xg € Q. Wir zeigen, dass f in zg Gateaux-differenzierar ist und f/,(zo) = fp(xo) erfiillt.

Der Beweis ist klar fir h = 0. Sei also h € E'\ {0}. Dann gilt th — 0 fir t — 0 (mit ¢ € R).
Nach Definition der Fréchet-Ableitung erhalten wir

g TG0 ) = (0) = Thlzo) () o S0+ th) = Jlao) = Fp(eo) (th) _
t10 t t10 |th] ’
sowie
10 t B 10 Ith| -

Dies zeigt die Behauptung.

(iii) Wir beweisen zunéchst den Hinweis. Sei x € Q und sei r > 0 so, dass B,(x) C Q gilt. Sei
h € E\ {0} mit |h]| < r. Dann gilt x +th € Q fir ¢t € [—1, 1]. Wir betrachten die Funktion
g(t) = f(x+th) definiert auf [0, 1]. Weil f Gateaux-differenzierbar ist, ist g differenzierbar:

2 S+ th) = g'(1)
— iy 9 8) —9(®)
s—0 S
— lim f(z+th+sh) — f(z+th)
s—0 S
= f(x + th)(h).

WEeil f/, nach Voraussetzung stetig ist, ist ¢’ als Verkettung stetiger Funktionen stetig. Wir
konnen also den Hauptsatz anwenden:

f(x+h) = f(z) =g(1) —g(0)

/1gl(t)dt

o o’
1

_ /0 Fl( + th) (h) dt

o
—_

(x +th)dt

= [+ )R + ) — F) )
1

= fo(x)(h) + /(fé;(w +th)(h) — f(x)(h)) dt.
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Dies zeigt die Giiltigkeit des Hinweises.

Wir zeigen nun, dass f Fréchet-differenzierbar ist und f. = f/; erfiillt. Hieraus folgt bereits,
dass f} stetig ist.

Sei zg € 2. Dann gilt fiir A wie oben:

1
Flao+h) = flao) = Folao) ) + [ (Falao -+ th) (b) = fo@)(h)) dt.
0
Wir erhalten

1

[ Gatao+ th) () = s a)in) at

0

< sup 1fe(z + th)(h) = fo(x)()]lr

< [IAll sup ||Ife(z +th) — fG(@)|le F)-
0<t<1

| f (o + h) — f(x0) — fG(zo) ()| =

Aufgrund der Stetigkeit von ff gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dass ||f&(y) —
fa@)lner <e, falls |ly — x| < 6. Fir [|h]| < 4 folgt

sup ||f&(wo + th) — fé;(acg)HL(EjF) <e.
0<t<1

Das impliziert die Konvergenz
1
(0 1f (o + 1) = (o) — fa(zo) (M) < Sup. | £& (0 + th) — fa(zo) | L.r) — O

mit h — 0. Dies zeigt unsere Behauptung.

(iv) Die Definitionen sehen recht dhnlich aus, sind aber verschieden. Tatséchlich ist die Gateaux-
Ableitung in Richtung h also f’(z)(h) gerade die Ableitung von ¢t — f(x + th). Die Ab-
bildung f ist also gerade dann in x € ) Gateaux-differenzierbar, wenn f in z in alle
Richtungen differenzierbar ist. Zusétzlich miissen diese Richtungsableitungen stetig linear
von der Richtung abhéngen. Bei der Fréchet-Ableitung steht die lineare Approximierbarkeit
im Vordergrund: Eine Funktion ist Fréchet-differenzierbar in einem Punkt, wenn sie dort in
erster Ordnung durch eine affin lineare Funktion approximiert wird. Diese Ndherung hingt
nur von ||k| ab. Im Fall der Gateaux-Ableitung tiberpriifen wir diese Approximierbarkeit
nur entlang von Geraden durch den Punkt und die Giite der Approximation darf von der
Richtung der Geraden abhéngen.

Mit obiger Erklarung wird klar, warum die Funktion in Beispiel A.5 im Ursprung Gateaux-,
aber nicht Fréchet-differenzierbar ist. (Siehe hierzu auch Bemerkung A.16 (iv).)

Aufgabe 11.2 (Bilineare Abbildungen) [2 + 2 4+ 0* + 2* Punkte]
Seien Fj, E9, F Banachraume und sei A € L(E, Ey; F).

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) A ist stetig.
(ii) A ist in O stetig.



(iii) Die Operatornorm || A|| ist endlich.
(iv) Es gibt ein ¢ > 0, sodass die Abschétzung

[AGz, )| < cllzl yl
fir alle (z,y) € Eq x Ey gilt.

(b) Zeigen Sie, dass (L(E1, E2; F), ||-||) ein Banachraum ist.

(c)*Sei B: Ey X E5 — F eine lineare Abbildung, sei (z,y) € E1 X F5 und sei A € K. Vergewissern

Sie sich, dass
Az, \y) = N Alz,y) und

B((Az, Ay)) = AB{(z,y))
gelten.
(d)* Zeigen Sie, dass
Vi L(Ey; L(E2, F)) = L(Ey, Egs F), o ((z,y) = (a(z))(y))
einen normerhaltenden Vektorraumisomorphismus definiert.

Losung:

(a) (i) = (i)*:

Stetigkeit in 0 ist nur ein Spezialfall von Stetigkeit. Somit ist diese Implikation klar.

(il) = (iii)“:
Nehme an, die Operatornorm ist nicht endlich. Dann gibt es eine Folge ((xx, yx))r C E1 X Es

mit xg, yr # 0 fir alle k, sodass
1A Ge, ye) |

[k ]y
gilt. Wir beachten die Stetigkeit von A in der Null und kf;k”, kﬁl;k” — 0 fiir £ — oo und
erhalten einen Widerspruch:

Tk Yk
| < HA < >H Lo
Ellzell” Byl

> k2

(i) = (iv)*“:
Sei (z,y) € E1 x Ey. Gilt z = 0 oder y = 0, dann gilt A(z,y) = 0. In diesem Fall ist (iv)
trivialerweise erfiillt. Seien nun x,y # 0.
[ Az, )| |A{a, )|
Ak, )] 120D _ 4,
Izllllyll ™ (@p)erxEa (@20 llallol

Umordnen liefert (iv) mit ¢ = || 4]|.

Wiv) = (i)
Es gilt fiir x = (2!, 2%), y = (v}, 9%) € E1 x By
[4dat,a®) - (o)
<[adet=vhat)|+ |l o® - )
<ot =o' la?] + o [la* = o)) = 0.

fiir (y',9%) — (2!, 2?).



(b)

Die Nichtnegativitit der Operatornorm ist klar. Die Homogenitdt und Dreiecksungleichung
sieht man durch (A € R, A, B € L(E,, Ea; F)):

[AA (z!,2?) + B <£L’1,£L‘2>H

M+ B = sup

S, [ ]
|A (2!, 2?)]| ||B<9317$2>||>
< sup A +
oS (‘ e T e
1 2

ol wp AN B

S T Tl o, e e
— A Al + B]

Zur Definitheit: Ist A(xo,yo) # 0 fiir ein (xo,y0) € E1 X Fs, dann gilt x, yo # 0. Somit

p 1A @Yl 114 o, g0

[A]l = >
cyto 1olly] [lzollllyoll

> 0.

Zur Vollstéandigkeit: Sei (Ay,)n, C L(E1, Eq; F') eine Cauchyfolge. Dann gibt es zu € > 0 eine
Zahl N, sodass |4, — Ap|| < e fir n,m > N, gilt. Fiir festes © € E; x Ey erhalten wir fiir
m,n > N

14n (@) = A (@) | < - |zt |l (1)
Also ist (Ap(z))y eine Cauchyfolge in F. Weil F' vollstandig ist, konvergiert (A, (x)). Wir
definieren A(z) := lim,_o Ay (z). Aufgrund von Grenzwertsitzen ist auch A multilinear.

Aus (1) erhalten wir durch den Grenziibergang n — oo
I(A = Aw) (2) | < e 2t [l2?].

Weil z beliebig war, also ||A— A,,|| < € fir m > N.. Damit erhalten wir aus der umgekehrten
Dreiecksungleichung die Beschréanktheit von A in der Operatornorm, also A € L(F;, Es; F),
und natiirlich die Konvergenz von (A;,)m gegen A beziiglich der Operatornorm. Bemerkung:
Es reicht aus, dass F' ein Banachraum ist.

Dies folgt direkt aus den Definitionen einer linearen bzw. einer bilinearen Abbildung.

Wohldefiniertheit: Sei o € L(Ey; L(Es, F)). Wir miissen zeigen, dass 1(«) eine bilineare
Abbildung von Fj x Ey nach F' ist. Hierfiir zeigen wir Linearitdt in der ersten und zweiten
Komponente separat: Seien xz,2’ € Ey, y,y € Fy und A\ € K.
P(e)(z +A2',y) = (a(z + Aa')) (y) = (a(z) + Aa(2’))(y) = Y(@)(z,y) + M (a) (2, ).
P(e)(z,y +Ay) = (a(@)(y + M) = ((2))(y) + Ma(@) () = () (@, y) + Mp(e)(z,y).
Stetigkeiten folgen, da jeweils Verkniipfungen von stetigen Funktionen vorliegen.
Normerhaltung: Sei o € L(E1; L(E3, F)).
[¥(a) (2, 9)|
[¥(e)ll = sup o
(z,y)EE1 X E2,x,y7#0 H$|| HyH
B (X
@y)eBxBray0 12l Y]l

RS [(e{z)) ()

= sup sup
xeE1\{0} HxH yeE2\{0} HyH
= sup ()|
z€E1\{0} H H
= [lall-



Linearitit: Seien «, 8 € L(E1; L(F2, F)) und sei A ein Skalar. Dann gilt fur alle (z,y) €
E1 X EQZ

Injektivitat: Sei o € L(Ey; L(E2, F)) mit ¢(a) = 0. Dann gilt fiir alle (x,y) € E} x Ea, dass
a(z) (y) = 0. Insbesondere gilt dann a(x) = 0. Da x beliebig war, folgt a = 0.

Surjektivitat: Sei A € L(E4, Eo; F'). Wir definieren a gy € L(Ey; L(Es, F)) durch (aa(x))(y) =
A(z,y). Mit dieser Definition ldsst sich leicht nachrechnen, dass a wohldefiniert ist und
Y(aq) = A gilt. (Wir kénnten ¢ durch ¢(A) = a4 definieren und nun alle Schritte oben
durchgehen, um nachzuweisen, dass ¢ wohldefiniert und linear ist. Daraus folgt dann ¢ =

o)

Aufgabe 11.3 (Distanz zum Einheitsquadrat) [1 + 3 Punkte]
Sei Q = {(z,y) € R?: max{|z|,|y|} = 1} das Einheitsquadrat. Wir betrachten die Distanzfunk-

"
on A:R? 5 R, aw inf |la—¢|.
£eQ

(i) Zeichnen Sie die Niveaulinen von A, d.h. die Mengen

Na(e):== A7 ({e}) C R?,
3

firc=0,c=35,c=1und c=3.

_ 2. Pri
(ii) Sei f = Al(g,00)2- Priifen Sie f auf Differenzierbarkeit und berechnen Sie die Ableitung von
f in allen Punkten, in denen es differenzierbar ist.

Losung:

(1)



(i)

(Die Rundungen sollen Viertelkreise sein, die zur néchstliegenden Ecke des Einheitsquadrat
den jeweiligen Abstand ¢ haben.)

(In dieser Aufgabe geht es hauptsdichlich um grafisches Verstindnis, nicht um formelle
Beweise, die bis ins kleinste Detail stimmen. Die Lésungen hier zeigen jedoch einen hohen
Detailgrad.)

Wir partitionieren die Menge X = (0, 00)? in die folgenden Teilmengen:

A ={(z,y) e X:y<z <1},

Ay :={(z,y) e X:z <y <1},

By ={(z,y) e X:y<l<uz},

By ={(z,y) e X:z <1<y},
C:={(r,y) e X:1<a,1<y},
D:={(z,y) e X:z=y <1},

Ey ={(z,y) e X:y=1,2> 1},
Ey:={(z,y) e X:x =1,y > 1},
Fi=(@nX)\{(1,1)}.

Die Funktion ist in allen Punkten der Mengen A, Ao, By, Bo, C, E1 und Fs differenzierbar.
Nur in den Mengen D und F' ist f nicht differezierbar.

Im Folgenden berechnen wir die Ableitungen innerhalb der jeweiligen Mengen. Hierbei
berechnen wir Vf, da f’ dann durch Definition 6.8 gegeben ist.



Ajp: Hier ist die Funktion durch f(x,y) =1 — = gegeben. Damit haben wir

Vi(z,y) = <_01> :

Asg: Hier ist die Funktion durch f(z,y) =1 — y gegeben. Damit haben wir

V() = (_01) .

Bj: Hier ist die Funktion durch f(z,y) =z — 1 gegeben. Damit haben wir

Vf(x,y) = ((1)> .

Bsy: Hier ist die Funktion durch f(z,y) =y — 1 gegeben. Damit haben wir

Vi(z,y) = <(1)> :
C': Hier ist die Funktion durch
Flay) = @, y) — (L] = /(@ - 12+ (y - 1)?

gegeben. Damit haben wir

V(z,y) = ! (m B 1) :

Ve -12+ -1 \y-1

D: Hier ist die Funktion durch f(z,y) =1—x = 1 —y gegeben. Sie ist nicht differen-
zierbar, da sie nicht partiell differenzierbar ist: Sei (xo,yo) € D. Dann ist zo € (0, 1]
und yo = zg. Inbesondere erhalten wir fiir xg # 1

flwo +1,20) = f(wo,20) _ . (1= (0 +1)) = (L~ o)

11m = h — _1’
tl0 t tl0 t
bzw. fiir xg = 1
1 1) — f(1,1 -
tl0 t tjo t
aber . .
i (20 +t,20) = flzo,20) _ (. (A—20) = (1 —-20) _
10 t 10 t

E;: Hier ist die Funktion durch f(z,y) = f(z,1) = 2 —1 gegeben. Sie ist stetig partiell
differenzierbar: Sei zg > 1. Wir haben

1) — 1 —1)— —1
%(CEO, 1) — hm f(.fUO + t? ) f(x()? ) — hm (x(] + t ) (.1'0 ) — 1
ox t—0 t t—0 t
sowie
_ —1)2 2 _ _
i J @0 140 = Jo, 1) g~ P~ (g~ 1)
t}0 t tl0 t
L (xg — 1)2 (xg — 1)2
= lgfgl (\/ o +1 2
pu— 0,



und
flzo, 1 +1) — f(xo, 1)

lim lim =0,
10 t 10 t
also of
—(x9,1) = 0.
By (z0,1)

Da E; im Rand von Bj liegt und die partiellen Ableitungen iibereinstimmen, ist die
Funktion stetig partiell differenzierbar und somit auch differenzierbar. Der Gradient
ist der gleiche wie in B;.

o FEjy: Hier ist die Funktion durch f(z,y) = f(1,y) = y — 1 gegeben. Analog wie oben
in F; ist die Funktion differenzierbar mit gleichem Gradienten wie in Bs.

e F': Hier kann man dhnlich wie bei der eindimensionalen Betragsfunktion zeigen, dass
die Funktion nicht partielle differenzierbar ist. Betrachte z.B. den Punkt (1,1/2).

Dann gilt
tl0 t t}0 t
aber 1+¢,1/2 1,1/2 t|—0
10 t 10 t
Aufgabe 11.4 (Numerische Suche nach einem Minimum) [1 + 1* + 3 4+ 4* Punkte]

Sei n € Ny und sei u € C*(R"). Die Funktion u heiit koerziv, falls u(x) — oo fiir ||z|| — oo
gilt. Sei (Ag)r eine Folge in [0, 1] und sei zp € R". Die Folge (x)r in R™ sei rekursiv durch

Tpt1 1= T — N1 Vu(Ty)

fir alle k € N gegeben. Wir sagen, dass u die Abstiegseigenschaft ab xo (mit Schrittfaktorfolge
(Ak)k) hat, falls es fir alle £ € N die Ungleichung

A
u(wnin) < ule) = 25 - [ Vula)|?

erfullt.

(i) Sei (M) die konstante Folge mit A, = 1 fiir alle k € N. Finden Sie eine koerzive Funktion
s € CY(R?), die fiir alle 29 € R? die Abstiegseigenschaft ab z( hat.

ii)* Sei (A ) die konstante Folge mit A\;, = —= fiir alle k& € N. Finden Sie eine koerzive Funktion
10
w € CY(R?), die fiir kein z9 € R? \ {0} die Abstiegseigenschaft ab xg hat.

(iii) Sei u € CY(R") koerziv und sei 79 € R™. Wir nehmen an, dass u die Abstiegseigenschaft
ab o mit konstanter Schrittfaktorfolge (Ag)r mit \x = % besitzt. Zeigen Sie, dass eine
Teilfolge der Folge (xj)r gegen einen kritischen Punkt von u konvergiert.

(Hinweis: Zeigen Sie dazu zundchst, dass es fir jedes € > 0 und jedes kg € N ein k > ko
mit [|[Vu(xy)|| < e gibt.)

(iv)* Sei v € CH(R") koerziv und sei x¢ € R™. Fiir alle k € N withlen wir m € N5 minimal mit

2
oo - T ¢ o - [P0

und setzen Ag11 = %
Zeigen Sie, dass die Folge (Ag)r wohldefiniert ist und v die Abstiegseigenschaft ab z( hat.
Folgern Sie, dass (xy) eine Teilfolge besitzt, die gegen einen kritischen Punkt von v kon-

vergiert.



Losung:

(i) Setze s(x) = ||z|*. Diese Funktion ist offensichtlich koerziv.

Sei g € R%. Wir haben Vs(x) = 2z fiir alle x € R2. Sei k¥ € N. Dann gilt
2xy,
s(zpe1) = s(:ck - 4)

()

2
]|

4
2 2
< 3 Mzl

4o
= a2 — =12

2
Vsl

= s(zk) D

Dies zeigt die Behauptung.

(ii) Setze we(z) = ¢||z|? fiir ein ¢ > 0. Diese Funktion ist offensichtlich koerziv.

(iii)

Sei g € R? mit xg # 0. Wir haben Vw(x) = 2cx fiir alle x € R?. Sei k € N. Dann gilt

2cxy
We(Tpy1) = w(azk ~ 30 )

—w, ( (® —SC)fEk)

(65— )|l
25

und

15¢ — 2¢2

2

1
we(zr) = 35 [P

Wir bendtigen also ein ¢ mit

(5—c)%ec - 15¢ — 2¢2
25 15
Diese Ungleichung ist fiir alle geniigend groflen ¢ > 0 erfiillt.

Da die Folge (u(x))r monoton féllt, ist sie nach oben beschrénkt. Wére die Folge (zy)%
unbeschriinkt so géibe es eine Teilfolge (y;); mit y; = xy,, sodass [|y;|| — oo fiir j — oo.
Daraus wiirde folgen u(y;) — oo fiir j — oo, ein Widerspruch. Damit ist die Folge (z)g
beschrankt.

Wir zeigen nun, dass die Folge (u(z))r nach unten beschrankt ist. Wére sie es nicht, so
géibe es eine Teilfolge (y;); mit y; = my;, sodass u(y;) — —oo fiir j — oo. Nun ist die Folge
(yj); als Teilfolge von (zj), auch beschrankt und besitzt somit eine konvergente Teilfolge
(2¢)¢ mit zp = y;,. Wegen der Stetigkeit von u erhalten wir

—o0 = lim u(zy) = u( lim 2z ),
{—00 {—00

10



ein Widerspruch.

Wir zeigen nun den Hinweis. Angenommen, es gibt ein € > 0 und ein kg, sodass fiir alle
¢ e N gilt: ||Vu(xgy+e)|| > €. Wir erhalten:

[Vu(zg, )| £
u(xko-‘rl) < u(‘rko) - 12 . < U(Q:ko) - ﬁv
Vu(x 2e
u(wko+2) < u(xkoJrl) - ” ( kO—H)H < u(xko) o
12 12
und dies weiterfithrend induktiv
Le

u(xkoJrf) < u(xko) - E?

fir alle £ € N. Insbesondere ist die Folge (u(xg))r nach unten unbeschrénkt, ein Wider-
spruch.

Mit dem Hinweis erhalten wir eine Teilfolge (y;); von (x)j, sodass
Vu(y;) =0

fir j — oo. Da die Folge (), beschrénkt ist, ist auch (y;); beschrénkt und hat somit eine
konvergente Teilfolge. Fiir den Grenzwert y dieser Teilfolge gilt wegen der Stetigkeit von
Vu, dass Vu(y) = 0, also y ein kritischer Punkt von w ist.

Sei u = v. Wir kénnen &hnlich wie in Aufgabenteil (iii) vorgehen. Lediglich die Wohldefi-
niertheit der Folge (A\x)x und der Beweis des Hinweises sind zu zeigen. Die Abstiegseigen-
schaft folgt direkt aus der Wahl von m.

Wohldefiniertheit der Folge: Sei x € R™ und sei h > 0. Dann gilt

u(x — hVu(zy)) = u(x) — hDu(x) (Vu(x)) + o(||AVu(x)||)
= u(z) — h||Vu(z) | + o(| AV u(x)]).

Letzteres ist fiir geniigend kleines h gleiner oder gleich
h
u(@) = 3 IVu(@)]*.

Dies impliziert die Existent eines geeigneten m. Nun ist dieses noch minimal zu wéhlen.

Wir zeigen nun den Hinweis: Sei R > 0 mit (zx)r C Br(0). Betrachte fiir ¢ > 0 die Menge
K. = {2 € Br(0): |Vu()|| > ¢} .

Sei ko € N. Wir zeigen, dass es ein Folgeglied xj_ von (z)r mit k. > ko gibt, das nicht in
K. liegt.

Angenommen die obige Aussage ist falsch. Dann gibt es ein € > 0 und ein kg € N, sodass
fir alle k > kg gilt o € K-..

K. ist kompakt. Zu x € K, gibt es ein d, > 0 mit

[Vu(e) - Vuly)| < 5 [ Fu(z)]
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fir alle y € Bs(x). Seien nun y, z € Bs_(x). Dann folgt
(Vu(y), Vu(2)) — [Vu(y)[*] = [(Vuly), Vu(2) - Vu(y))|
< [Vu)] ([[Vu(z) = Vu(@)]| + [Vu(z) = Vu(y)]])

1
< 15 IVu@IVu@)ll-

Den Faktor ||Vu(z)|| wollen wir weiter abschatzen.

Vu(@)| < [[Vu(z) = Vu(y)] + [Vu(y)]]

IN

1
1o IVu@)l + IVuy)ll-

Wir erhalten 10
IVu(@) < 5 [IVu@)ll-

Also folgt

IVu)? = (Vu(y), Vu(z)) < é IVu(y)|.

Daraus folgt

2 IVu@)|? < 5 [Vu@)|? < (Vu(y), Vu(2)).

©| co

Nun tiberdecken endlich viele Bélle der Form Bj, /o(x) die abgeschlossene Kugel K.. Seien
{z1,...,x,} die zugehorigen Elemente aus R™. Setze

1
£ = imin{ém, oo Og, b
Fir alle x € K. haben wir nun
1
u(w = tVu(w)) < uz) — St [ Vu()[”

fir alle t € [0,¢/ [|[Vu(z)]|]. Bemerke, dass £/ ||[Vu(z)|| < &/e. Somit gilt

wobei m wie in der Definition der Aufgabe ist. Insbesondere erhalten wir

1
u(rpy1) < ulxg) — 5%52.

Wir erhalten nun durch eine Induktion wie in Aufgabenteil (iii) den gewiinschen Wider-
spruch.

Abgabe: Bis Freitag, 03. Juli 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.
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