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Allgemeiner Hinweis: Dieses Blatt ist das letzte regulire Ubungsblatt fiir dieses Semester. Fiir
die Bearbeitung werden alle Resultate bis einschlieflich Beispiele 6.58 vorausgesetzt. Freiwillige
Zusatzaufgaben sind mit einem * gekennzeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 12.1 (Richtungsableitungen) [2 + 2 Punkte]

(i) Sei

T 3
iR SR, z) ., ﬁ, falls (z,y) # (0,0),
Y 0, falls x = y = 0.

Zeigen Sie, dass f in allen Punkten in jede Richtung differenzierbar ist, und geben Sie
jeweils alle Richtungsableitungen an.

(ii) Sei

SR sr (7)o L@ sn(en), s (@) £ 0,0),
Y 0, falls x = y = 0.

Zeigen Sie, dass g differenzierbar, aber nicht stetig partiell differenzierbar ist.

Losung:
Aufgabe 12.2 (Kurven in Niveaumengen) [2 + 2 Punkte]
Sei n € Ny und sei ® € CH(R"). Wir setzen Ng(0) = ®~1({0}).

(i) Sei a: (—=1,1) = Ng(0) differenzierbar. Zeigen Sie, dass &(t) fir alle ¢t € (—1,1) senkrecht
zu V®(a(t)) steht.

(ii) Betrachte nun den Fall n = 2. Sei u € C1(R) und seien f,® € C*(R?), wobei ® durch
O(x,t) =u(x)—t

fiir alle (x,t) € R? gegeben ist. Sei ferner zy € Ng(0) so, dass f|x;, (o) in 2o sein globales
Maximum annimmt.

Zeigen Sie, dass es ein A € R gibt, sodass

Vf(Zo) = )\V(I)(Z(])
gilt.

(Hinweis: Wenden Sie Aufgabenteil (i) auf ein geeignetes o mit a(0) = zo an. Beachten
Sie, dass V®(zp) # 0 ist.)



Losung:

Aufgabe 12.3 (Nicht degenerierte und isolierte kritische Punkte) [2 + 2 Punkte]
Seien m,n € N5y und sei 2 C R"” offen.

(i) Seiu € CHQ,R™) und sei xq € 2, sodass Du(xg) eine injektive Abbildung ist. Zeigen Sie,
dass es ein € > 0 gibt, fiir das u|p,(,,) injektiv ist.

(Hinweis: Sei h(x) = u(x) — Du(zo) (x — xo). Zeigen Sie zundchst mithilfe des Mittelwert-
satzes, dass fiir alle L > 0 ein § > 0 existiert, sodass h|35($0) lipschitzstetig mit Konstante
L ist.)

(ii) Sei g € C%(Q) und sei z¢ € 2 ein kritischer Punkt von g. Wir sagen, dass z¢ nicht degene-
riert ist, wenn die Hessematrix (D;D;g(x0))1<i j<n von g in zo invertierbar ist. Weiterhin
sagen wir, dass x isoliert ist, wenn es ein € > 0 gibt, sodass in B(z() keine weiteren
kritischen Punkte von g liegen.

Zeigen Sie, dass jeder nicht degenerierte kritische Punkt von g isoliert ist.
(Hinweis: Wenden Sie Aufgabenteil (i) auf Vg an.)

Losung:

Aufgabe 12.4 (Charakterisierungen von Konvexitét) [4 + 3* Punkte]
Sei n € Ny und sei A C R” konvex. Eine Funktion f: A — R heifit konvez, falls fiir alle z,y € A
und fiir alle ¢ € [0, 1] die Ungleichung

f(A =tz +ty) < (1 —1)f(z) +tf(y)
erfullt ist.
Sei © C R™ offen und konvex.

(a) Sei g € C1(€). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) g ist konvex.
(ii) Fiir alle z,y € Q gilt g(y) > g(z) + Dg(z) (y — x).
(iii) Fir alle z,y € Q gilt (Dg(y) — Dg(x)) (y — x) > 0.

(Hinweis: Betrachten Sie die Funktion o(t) = (1 —t)g(z) + tg(y) — g((1 — t)x + ty).)

(by* Sei h € C%(Q). Zeigen Sie, dass h genau dann konvex ist, wenn D?h(x) (£,€) > 0 fiir alle
x € 2 und alle £ € R" gilt.

(Zeigen Sie zundchst, dass die Gleichung

1
W +6) = h(z) + Dh(z) &) + | (1= O)Dha+1) (6.6 di
fir alle x € Q und alle geeigneten & € R™ gilt.)

Losung:

Abgabe: Bis Freitag, 10. Juli 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.



