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Allgemeiner Hinweis: Dieses Blatt ist das letzte regulire Ubungsblatt fiir dieses Semester. Fiir
die Bearbeitung werden alle Resultate bis einschlieSlich Beispiele 6.58 vorausgesetzt. Freiwillige
Zusatzaufgaben sind mit einem * gekennzeichnet. Alle Aussagen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 12.1 (Richtungsableitungen) [2 + 2 Punkte]
(i) Sei

.
f: RQ N R, x e %a falls (l‘ay) 7& (070)7
Y 0, falls z =y = 0.

Zeigen Sie, dass f in allen Punkten in jede Richtung differenzierbar ist, und geben Sie
jeweils alle Richtungsableitungen an.

(ii) Sei
g R2 SR AN (22 + y?) sin(ﬁﬂﬂ) , falls (z,y) # (0,0),
"\ 0, falls x =y = 0.

Zeigen Sie, dass g differenzierbar, aber nicht stetig partiell differenzierbar ist.

Losung:
(i) Seie € R2
Fir (x,y) # (0,0) haben wir

r\ 1 y3 (2% + yt) — 222y
v/ <y> (@ +yh)? (31‘3/2(932 +yt) — dayf )

Nach Bemerkung 6.42 erhalten wir D, f ( ) <Vf <x> >

Setze (u,v)! = e. Betrachte
p(t) = f(0+ te)
fiir t € R. Dann gilt

D.f <8> i £ = 0(0)
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(ii) AuBerhalb vom Ursprung ist g als Komposition differenzierbarer Funktionen differenzierbar.

S
OO U
9\ o v) | (s)=0.0) V2 + 2
= lim Vs?2+t2sin <s21—i—t2)

T (5,6)—(0,0)

Im Ursprung: Sei (u,v)! € R2.

da die Sinusfunktion beschrankt ist.

Fir z,y € R mit (z,y) # (0,0) haben wir
vy <x> _ 2x sin mQ}FyQ - xffyg cos xgiyg
Y 2y sin xg}ryz — xz%ny cos xfwz
Fir ¢t € R\ {0} erhalten wir also

h(t) := Vg (i) =2t (sin<212> - 2—12 cos<212)> (1) .

Setze zudem h(0) = 0. Wire g stetig partiell differenzierbar, so wére h stetig. Fur ¢ | 0 hat
h jedoch keinen Grenzwert.

Aufgabe 12.2 (Kurven in Niveaumengen) [2 + 2 Punkte]
Sei n € N-g und sei ® € C'(R"). Wir setzen Ng(0) = ®~1({0}).

(i) Sei a: (—=1,1) = Ng(0) differenzierbar. Zeigen Sie, dass &(t) fir alle t € (—1,1) senkrecht
zu V®(a(t)) steht.

(ii) Betrachte nun den Fall n = 2. Sei u € C1(R) und seien f,® € C!(R?), wobei ® durch
O(x,t) =u(x) —t

fiir alle (x,t) € R? gegeben ist. Sei ferner zy € Ng(0) so, dass f|x; (o) in zo sein globales
Maximum annimmt.
Zeigen Sie, dass es ein A € R gibt, sodass
V f(z0) = AV®(20)
gilt.

(Hinweis: Wenden Sie Aufgabenteil (i) auf ein geeignetes o mit a(0) = zo an. Beachten
Sie, dass V®(zp) # 0 ist.)

Losung:

(i) Seit e (—1,1). Setze
h: (=1,1) = R, t — ®(a(t)).

Wir bemerken, dass h = 0 ist, da a nach N (0) abbildet. Wir wenden die Kettenregel an:

0 = Dh(t) = D®(a(t)) o Da(t).



Wir erhalten also
0= D®(a(t)) (Da(t) (1)) = DR((t)) (1- &(t)) = (&(t), VE(a(t))) -
Dies zeigt die Behauptung.

(ii) Bemerke zunéchst, dass
No(0) = {(z,t) € R?: u(z) = t} = {(z,u(x)): z € R}.
Es gibt also ein zp € R mit zo = (29, u(x)). Wir setzen
a: (—=1,1) = Ng(0), t — (o + t,u(zo +t)).

Fiir dieses gilt a(0) = 2p. Da a nach Ng(0) abbildet, nimmt nach Voraussetzung die Funk-
tion f o« in 0 ein lokales Maximum an. Wir erhalten wie in der Lésung von Aufgabenteil
(i):

0= D(f o )(0) (1) = ((0), V.f(c(0))) = ((1, v/ (0)), Vf (20)) -

Es steht also V f(zg) senkrecht zu (1,4’ (x¢)). Nach Aufgabenteil (i) steht auch V®(«(0)) =
V®(2g) senkrecht zu &(0) = (1,4 (x)).

Da wir uns im R? befinden, impliziert dies, dass Vf(z9) und V®(z) parallel zueinander
sind, was die Behauptung zeigt.

Aufgabe 12.3 (Nicht degenerierte und isolierte kritische Punkte) [2 + 2 Punkte]
Seien m,n € N5y und sei 2 C R"” offen.

(i) Seiu € CH(Q,R™) und sei xg € €, sodass Du(zg) eine injektive Abbildung ist. Zeigen Sie,
dass es ein € > 0 gibt, fiir das u|p,_(4,) injektiv ist.

(Hinweis: Sei h(x) = u(x) — Du(zo) (x — xo). Zeigen Sie zundchst mithilfe des Mittelwert-
satzes, dass fiir alle L >0 ein 0 > 0 existiert, sodass h|p, (zo) lipschitzstetig mit Konstante
L ist.)

(ii) Sei g € C%(Q) und sei z¢ € 2 ein kritischer Punkt von g. Wir sagen, dass zo nicht degene-
riert ist, wenn die Hessematrix (D;D;g(x0))1<i,j<n vOon g in xq invertierbar ist. Weiterhin
sagen wir, dass zg isoliert ist, wenn es ein € > 0 gibt, sodass in B.(z¢) keine weiteren
kritischen Punkte von g liegen.

Zeigen Sie, dass jeder nicht degenerierte kritische Punkt von ¢ isoliert ist.
(Hinweis: Wenden Sie Aufgabenteil (i) auf Vg an.)

Losung:
(i) Wir zeigen zunédchst den Hinweis. Sei L > 0. Wir haben fiir alle x € Q
Dh(xz) = Du(z) — Du(x).
Also ist h stetig differenzierbar und
Dh(zg) = 0.
Aufgrund der Stetigkeit von Dh gibt es eine § > 0, sodass

IDh(z)]| < L
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fir alle © € Bs(x) gilt. Mit dem Mittelwertsatz folgt also fiir alle a,b € Bs(z)
1h(a) = h(O)|| < Lila— b,

wie gewlinscht.

Seien nun a, b € Q mit a # b. Dann gilt
lu(a) = u(d)[| = [[~(a) + Du(zo) (@ — z0) — h(b) — Du(zo) (b — o)
= [Ih(a) = h(b) + Du(zo) (a — b)| -
Mit der umgekehrten Dreiecksungleichung erhalten wir
[u(a) = u(®)]| = [ Du(zo) (a = b = |[(a) = R(D)]].
Aufgrund der Injektivitdt von Du(zo) haben wir
la = bll = | (Du(z0) " 0 Du(ao))(a—b)|| < || (Duzo)) ™| 1 Du(o) (a —B)]] .

Setze
1

(Do)~

CcC =
Mit obiger Ungleichung erhalten wir
lu(a) —u(d)|| = ¢lla —bl| = [|k(a) — A(B)].

Wenden wir nun den Hinweis auf L = § an, so erhalten wir ein ¢, sodass fiir alle a, b € Bs(zo)
mit a # b gilt:

c C
lu(a) = u®)]| = clla = bl - |[h(a) = h()]| = clla = bl| = 5 lla = bl = 5 la = b] > 0.

Daraus folgt u(a) # u(b), wie gewiinscht.

(ii) Sei u = Vg. Da g zweimal stetig differenzierbar ist, ist u stetig differenzierbar. Die Jacobi-
Matrix von Vg (in x) ist nach Definition gerade die Hessematrix von g (in zg). Da die
Hessematrix von ¢ in z( invertierbar ist, erhalten wir, dass die lineare Abbildung Du(xg)
bijektiv ist.

Nach Aufgabenteil (i) gibt es also ein e > 0, fiir das Vg|p, (4, injektiv ist. Insbesondere gilt
daher fur alle y € B:(z¢) mit y # zo:

Vg(y) # Vg(zo) = 0.

Daher enthélt B.(zo) keinen weiteren kritischen Punkt von g, was zu zeigen war.

Aufgabe 12.4 (Charakterisierungen von Konvexitét) [4 + 3* Punkte]
Sei n € Nyg und sei A C R™ konvex. Eine Funktion f: A — R heifit konvexz, falls fiir alle z,y € A
und fiir alle ¢ € [0, 1] die Ungleichung

f(A =tz +ty) < (1 —1)f(z) +tf(y)
erfullt ist.
Sei Q0 C R™ offen und konvex.

(a) Sei g € C1(R). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
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(i) g ist konvex.
(ii) Fir alle z,y € Q gilt g(y) > g(z) + Dg(x) (y — x).
(iii) Fir alle z,y € Q gilt (Dg(y) — Dg(x)) (y — ) > 0.
(Hinweis: Betrachten Sie die Funktion ¢(t) = (1 —t)g(z) +tg(y) — g((1 — t)x + ty).)
(b)* Sei h € C%(Q). Zeigen Sie, dass h genau dann konvex ist, wenn D?h(x) (£,€) > 0 fiir alle
x €  und alle £ € R" gilt.
(Zeigen Sie zundchst, dass die Gleichung

1
ha +€) = h(z) + Dh(z) (€) + [ (1= )D*h(z + 1) (€.€) dt
0
fiir alle x € Q und alle geeigneten & € R™ gilt.)
Losung:
(a) Seien z,y € €. Bemerke zunéchst, dass die Funktion ¢ aus dem Hinweis fiir alle ¢ € [0, 1]
wohldefiniert ist, da € konvex ist. Bemerke weiterhin, dass fiir alle ¢ € (0,1) gilt
¢'(t) = —g(z) + g(y) — Dg((1 =)z +ty) (—z +y).
Zudem ist ¢’ stetig, da g stetig differenzierbar ist. Bemerke zuletzt, dass die Konvexitatsbe-
dingung (fur = und y) dquivalent dazu ist, das ¢ (t) > 0 fir alle ¢ € [0, 1] gilt.
(i) impliziert (ii): Seien z,y € Q. Da g konvex ist, gilt ¢(t) > 0 fir alle ¢ € [0, 1]. Bemerke
zudem p(0) = 0. Sei t € (0,1). Dann gibt es nach dem Mittelwertsatz ein & € (0,t¢) mit
0 <t () =t (p(t) = ¢(0)) = ¥ (&)
Da ¢’ stetig ist erhalten wir
< / — 1 / .
0= ¢'(0) = lim (&)
Daraus folgt —g(z) + g(y) — Dg(z) (—z + y) > 0, wie gewlinscht.

(ii) impliziert (iii): Seien z,y € Q. Nach (ii) wissen wir

—Dg(z) (y — z) 2 g(z) — g(y)
und
Dy(y) (v — x) = 9(y) — g().
Summieren der jeweiligen Seite liefert das gewiinschte Ergebnis.
(iii) impliziert (i): Angenommen (iii) gilt, aber (i) gilt nicht. Dann gibt es z,y € Q mit
(Dg(y) — Dg(z)) (y — z) > 0, aber es gibt ein ¢ € (0,1) mit ¢(¢) < 0. Da ¢ stetig ist, gibt es
ein to € [0, 1], sodass ¢ in ¢y € (0,1) sein Minimum ¢(tp) < 0 annimmt. Sei nun ¢ € (0, ¢p).
Dann gilt fiir u = (1 — t9)z + toy und v = (1 — )z + ty:
¢'(t) = ¢'(t) — ¢'(to)
= (=9(x) + 9(y) = Dg((1 — )z + ty) (- +y))
— (=9(x) + 9(y) — Dg((1 —to)x + toy) (—z + y))
= —Dg(v) (y — ) + Dg(u) (y — x)

= (Dg(u) = Dg(v)) (y — x)

— (Dg(w) - Dge)) {77 )

= - (Dg(w) = Dg(o)) {u =) 2 0.
0



Damit ist ¢ auf (0,%y) monoton wachsend. Dies widerspricht jedoch
p(to) < 0= ¢(0).

Wir zeigen zunéchst den Hinweis. Sei z € h und sei £ € R mit x — &, x + 2§ € Q). Wir wenden
Lemma 4.100 auf die Funktion f(s) = h(z + s§) mit s € (—1,2) an. Wir erhalten

1
W+ = F(1) = FO) + )+ [ (1-0f" @)t
Mit f'(t) = Dh(z + t&) (€) und f”(t) = D?h(z + t£) (£,€). Dies gibt uns die Gleichung.
Sei h nun konvex und sei z € Q. Nach (ii) hat die Funktion
l:y— h(y) — h(z)+ Dh(x) (y — x)

in y = x ein Minimum. Da D{(y) = Dh(y) + Dh(x) und somit D?{(y) = D?h(y) folgt mit
Theorem 6.70, dass D?h(z) positiv semidefinit ist.

Sei nun D?h(z) fiir alle z € € positiv semidefinit. Dann gilt mit dem Hinweis
h(z + &) = h(x) + Dh(z) (£)

fir alle geeigneten £. Setze £ = y — x und erhalte so (ii).

Abgabe: Bis Freitag, 10. Juli 2020, 09:54 Uhr, direkt an die Tutorin / den Tutor. Wir
bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Losungen (siehe Homepage) zu beachten.
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