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Blatt 7

Allgemeiner Hinweis: Alle Aussagen sind stets zu beweisen.
Seien stets n € N und k ein Korper.

Aufgabe 7.1 (Beweis des Fortsetzungssatzes) [4 Punkte]

Seien f, g € k[za, ..., zy][x1] zwei Polynome geschrieben als

f:C()(l‘z,...,l'n)l‘ll+"'+Cl($2,...,l‘n) und g = do(z2,...,zp)x] + - + dn(z2, ..., Tp)

mit [,m € N sowie ¢y # 0,do # 0 und setze h := Res(f, g, x1). Ferner sei a = (as,...,a,) € k"1
so, dass | = deg(f(x1,a)). Zeigen Sie, dass

h(a) = co(a)™ P - Res(f(x1,a), g(x1,a), 21),

wobei p = deg(g(x1,a)).

Aufgabe 7.2 (Fortsetzungssatz, konstruktive Version) [4 Punkte]
Sei k algebraisch abgeschlossen und sei I := (f1,..., fs) < k[z1,...,x,] ein Ideal. Ferner sei der
Punkt a = (ag,...,a,) € V(I) wie im Fortsetzungssatz und sei g € k[x1] ein Erzeuger des Ideals

{f(z1,a) : f € I}. Zeigen Sie die folgenden Aussagen fir h(z1) := ggT(fi1(z1,a),..., fs(z1,a)):

(i) Das Polynom h € k[z;] ist nicht konstant.

(Hinweis: Verwenden Sie den Fortsetzungssatz.)
(ii) Fir alle ay € V(h) gilt (a1, a9, ...,a,) € V(I).
(iii) Es gilt V(g9) = V(h).



Aufgabe 7.3 (Hilberts Nullstellensatz: schwache Version) [4 Punkte]

Sei f € k[z1,...,2,] \ k ein Polynom geschrieben als f = hy + -+ + hp mit N € N und
hi € k[z1,...,x,] homogen vom Grad i (d.h. alle Monome in h; haben Totalgrad 7). Im Beweis
des schwachen Hilbertschen Nullstellensatzes wurde f mit Hilfe eines linearen Variablenwechsels
in die Form

f:co(ag,...,an)i’f—i—-'-—i—cN(aQ,...,an) € klag, ..., a,)[%1]

iiberfiihrt. Zeigen Sie die folgenden Aussagen

(i) Es gilt An(1,a9,...,a,) = co(ag,...,ay) in klag, ..., a,).
(ii) Esist genau dann hy(z1,...,2,) das Nullpolynom in k[z1,...,z,], wenn hy(1,az, ..., a,)
das Nullpolynom in kas, ..., ay].
(iii) Das Polynom cy(ag,...,ay) ist nicht das Nullpolynom in k[as, ..., ay].
Aufgabe 7.4 (Radikale II) 1+ 14+ 1+ 1 Punkte]

Sei A ein kommutativer Ring mit 1 und seien I,J < A zwei Ideale. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen:

(i) @meN: I CJ)= (VICVJ)

(iv) [[=VI| < [Vac A: (a®> €T =acl)
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