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Ubungen zur Vorlesung Algorithmische Algebraische Geometrie
Weihnachtsblatt

Frohe Weihnachten auch an den Tutor! Dieses Zusatzblatt ist freiwillig, ithr konnt jedoch Bonus-
punkte sammeln, indem ihr eure Losungen zu diesen Zusatzaufgaben im neuen Jahr abgebt.

Seien stets n € N und k ein Korper.

Zusatzaufgabe 1 (Irreduzible affine Varietéten in der Ebene) [3 Punkte]

Sei V' C C? eine irreduzible affine Varietit. Zeigen Sie, dass genau einer folgenden drei Fille
eintrit:

(i) V ist endlich.
(i) V =C2
(iii) V ist eine Kurve in C?, d.h. V = V() fiir ein f € Clx,y] \ C.

Zusatzaufgabe 2 (Endliche affine Varietéten) [2 Punkte]

Sei k algebraisch abgeschlossen und sei I < k[zq,...,x,] ein Ideal sowie G eine Grobner-Basis
fiir I bzgl. einer monomialen Anordnung > auf Nj. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(i) Die affine Varietdat V(I) ist endlich.
(ii) Fir jedes i € {1,...,n} existiert ein g € G\ {0} so, dass LM(g) € k[x;].

Ist es notwendig anzunehmen, dass k algebraisch abgeschlossen ist?

Zusatzaufgabe 3 (Radikale Hauptideale) [1 + 3 Punkte]

(a) Sei A ein faktorieller Ring, sei s € N und seien pq,...,ps € A irreduzibel, paarweise nicht-
assozilert sowie aj,...,as; € N. Zeigen Sie, dass das Hauptideal (p{*---p%*) genau dann
radikal ist, wenn oy = --- = a5 = 1.

(b) Sei f € k[z] ein Polynom und setze I := (f). Zeigen Sie:

(i) Ist f separabel, so ist das Ideal I radikal.
(ii) Ist k vollkommen und das Ideal I radikal, so ist f separabel.

(iii) Finden Sie ein Gegenbeispiel zu (ii), wenn der Korper k nicht vollkommen ist.

(Hinweis: Ste dirfen ohne Beweis verwenden, dass der Korper Fy(t) nicht vollkommen
ist.)



Zusatzaufgabe 4 (Idealeigenschaften) [4 Punkte]
Seien fi,..., fn € k[z1] Polynome mit deg(f1) > 0 und setze

I:= <f1($1),l’2 - f2(1'1), ceey Ip fn(x1)> d k[xlv R axn]'
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Jedes f € k[x1,...,x,] kann eindeutig als f = ¢ + r mit ¢ € I und r € k[z1] geschrieben
werden so, dass 7 = 0 oder deg(r) < deg(f1).

Fiir f € k[zq] gilt f € I genau dann, wenn f von f; in k[x;] geteilt wird.
Das Ideal I ist genau dann prim, wenn f; irreduzibel in k[z] ist.
Das Ideal I ist genau dann radikal, wenn f; quadratfrei in kfz;] ist.

Es gilt VT = ((f1)red) + I (siehe Definition 10, Cox et al. Ch. IV, §2).

Abgabe: Freitag, 07. Januar 2022, 23:59 Uhr, per E-Mail direkt an den Tutor.



