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Buch zur Vorlesung: Die Vorlesung orientiert sich am Buch
D. A. Cox, J. Little und D. O’Shea (2006). Ideals, varieties, and algorithms. 3. Aufl. Under-
graduate Texts in Mathematics. Springer.
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k sei stets ein Korper.

1 Erinnerung

Definition 1.1. i) Seien x1,...,x, (n € N) endlich viele Variablen und o = (v, ..., ap) € Njj.

Definiere ein Monom (in x1, ..., %)

=t
und
totaldeg(z®) := |a| := a1 + ... + ap,
it) Seik ein Kérper. Ein Polynom f (in x4, ..., xy,) ist eine k-linear Kombination von Monomen

(in 1, ...,xy) also:

[= Zaaxa (1)
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mit aq € k (endlich viele; i.e. die Summe ist endlich).

total de =
g(f) @ erscfflc}i?;?m (1)"Oé|
aa#0
Notation 1.2. Setn € N.
i) klx1,...,xy] ist der Polynomring (in n Variablen mit Koeffizienten in k)

it) k" = {(a1,...,an) | a1,...,an € k} ist der n-dimensionale affine Raum (iber k)

Bemerkung 1.3. Sei f € k[xy, ..., z,], dann induziert f eine Funktion:

I K" — k

(a1, .y an) — flat,...,an)

Proposition 1.4. (Satz 3.2 Lineare Algebra 2 SoSe 2020)
Sei k unendlich und f € k[x1,...,xy], dann ist f =0 (identisch mit dem Nullpolynom) gdw. die
Funktion

fE" =k
die Nullfunktion ist.
Beweis.
= Klar.
»<="“ Per Induktion iiber n:

Induktionsstart n = 1:

Sei f € k[x1] mit degf = m € Nyg. Wenn f # 0 gilt, dann hat f hochstens m
Nullstellen. Aber wenn f: k — k die Nullfunktion ist, dann hat f unendlich viele
Nullstellen (weil & unendlich ist) also ist f = 0.

Induktionsannahme:

Es gelte fiir (n — 1) Variablen die Behauptung.
Induktionsschritt:

n—1—n: Sei f € klz1,...,xn) ~ k[z1, ..., Tn—1][2s], dann schreibe

N

F=Y gil@, . zn)z,

=1

wobei g; € k[z1, ..., Tn_1].

Wir werden zeigen: Wenn f: k™ — k die Nullfunktion ist, dann ist g; =0 (fir alle



ie{l,..,N}).

Sei (a1, ...,an_1) € k"' (beliebig aber fest) und betrachte f (a1, ..., an_1,7n) € klxy)].
Sei a,, € k, dann ist f(ay,...,an—1,a,) = 0.

Also hat f(ai,...,an—1, ) € k[z,] unendlich viele Nullstellen (da k unendlich ist).
Also ist f(a1,...,an—1,2,) = 0 (nach Induktionsannahme):

Also ist gr(a,...,an—1) =0 fur allei =1,..., N.

Da aber (ay,...,a,_1) beliebig in k"~! war, ergibt nun unsere Induktionsannahme,

dass g; =0 in k[z1, ..., zp—1]-

Korollar 1.5. Sei k unendlich, n € N, f,g € klx1,...,zy].
Dann gilt: f =g gdw. f und g (f,g: k™ — k) die gleiche Funktion induzieren.

Vorschau auf Ubungsblatt 1:
I: Sei f € Clzy, ..., zy] und betrachte
f[Z” 2" — C

Zu zeigen: Wenn fiz» die Nullfunktion ist, dann ist f = 0.

IT: Sei f € Rlwy,z2) und X = {(x,2) |z € R,z # 1} C R
Zu zeigen: Wenn f auf X verschwindet, dann gilt f(1,1) = 0.

2 Affine Varietiten

Sei k ein Korper, n € N.

Definition 2.1. Seien f1,..., fs (s € N) Polynome in klz1, ..., Zy).
Dann ist
V(fi,. fs) :={(a1,...,an) € K" | Vi=1,...,s: fi(a1,...,a,) = 0}

die durch f1,..., fs definierte Affine Varietdit.
Diese Darstellung einer affinen Varietit (durch fi, ..., fs) heifit implizite Darstellung.

Beispiel 2.2.

e ) =V(1)



o k" =V(0)

o Ist {(ay,...,an)} eine affine Varietit?

V((z1—a1), ..., (xn —an)) = {(a1,...,an)}

e Die Losungsmenge eines Linearen Gleichungssystems, fiir:

1121 + .. + a1pxy =0

ap1x1 + ... + appxr, =0

entspricht
L(S)={(a1,...,an) € K" | (a1,...,ay) ist eine Losung fir S}

Dies ist eine lineare affine Varietit, namlich L(S) = V(f1,..., fn) mit f; = aj1x1,+... +

ainTy firi=1,..,n (linear weil f1,..., fn jeweils den Totalgrad 1 haben).
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Es folgen nun weitere Beispiele fiir affine Varietéiten.

Beispiel 2.3. Sei k =R und n = 2.

i) V(22 +y% — 1) entspricht dem Einheitskreis in der Ebene R? (Vergleiche Abbildung 2.3)

Abbildung 1: V(2% + ¢y — 1)

ii) V(x? +y% + 1) ist leer in R2.
Allgemein:
iii) Sei p(x) ein Polynom (in k[z]). Der Graph von y = p(z) ist V(y — p(z)) in k2.
i) Fiiry = % ist der Graph gegeben durch die affine Varietit V(xy — 23 + 1)
Beispiele in R3:

v) V(z — 22 — y?) entpricht dem in Abbildung 2.3 visualisierten elliptischen Paraboloid.

Abbildung 2: V(z — 22 — )

vi) V(22 — 2% — y?) ist in Abbildung 2.3 visualisiert.



Abbildung 3: V(22 — 2% — )

2.1 Eigenschaften affiner Varietiten
Proposition 2.4. Seien V.W C k" affine Varietiten, dann sind VNW und V UW affine
Varietiten. Genauer: Seien V.=V (f1,..., fs) und W =V (g1, ..., g), dann gilt:

vVnw :V(flaafsvgb)gt) (2)
VUW =V(figi:1<i<s,1<j<t) (3)
Beweis.
(2) Klar.

(3) Sei (a1,...,an) € V, d.h. alle f;’s verschwinden in diesem Punkt. Dann folgt, alle fig;

ausgewertet in diesem Punkt verschwinden.

VCV(figi;1<i<s,1<j<t)
W CV(figi;1<i<s,1<j<t)
Insgesamt folgt somit: VUW CV(figj;1<i<s,1<5<t%)

Umgekehrt:
Sei (ai,...,an) € V(figj; 1 <i<s,1<j<t). Falls (a1, ...,a,) € V gilt, so sind wir fertig.

Ansonsten existiert ein i¢ mit:

fio(al, ...,an) 7’5 0
Es gilt nach Annahme bereits: (figj)(ai,...,an) =0 Vi< <t
Dabher: gj(ai,...,an) =0 Vi<j<t

Folglich liegt (aq,...,an) in W.

Bemerkung 2.5. FEs folgt:

- Der Schnitt von endlich vielen Varietdten ist eine Varietdit



- Die Vereinigung von endlich vielen Varietdten ist eine Varietdt

Insbesondere ist jede endliche Untermenge von k™ eine Varietdt

Definition 2.6. Sei V =V (t1,...,ts) eine Varietit in k™. Eine (rationale) parametrische Darstellung

(oder Reprdsentation) von V', falls existent, ist gegeben durch geeignete r1,...,1n € k(t1, ..., tm)
(Erinnerung aus Algebra I + II: k(ty,...,t,) = ff(k[t1, ..., tn]) = Quot(k[ty, ..., t,])) fiir die aus

r1 = T’l(tl, ...,tm)

Ty = rn(th 7tm)

stets (z1,...,xn) €V folgt.

Beispiel 2.7 (Parametrische Darstellung ~ Implizite Darstellung). Sei Vo = {(1 +¢,1 +t2) |
t € R} C R%, dann ist x = 1+t und damit auch t = 1 — x. Bingesetzt iny =1+ (1 —x)? ergibt
sich y = x> — 2x + 2. Es folgt:

Vo=V(y—2*4 2z —2)

Fragen 2.8.

1) Hat jede affine Varietit eine rationale parametrische Darstellung?
Wenn ja, kénnen wir die parametrische Darstellung aus einer gegebenen impliziten Dar-
stellung schlussfolgern?

D.h. ist eine Folgerung der Art

fl € k[l‘l, amn] SIS k(th’tm)
. - .

fs € k[ﬂ?l, ,.’L’n] Tn € ki(tl, ...,tm)
maoglich?

2) Umgekehrt kénnen wir eine implizite Darstellung finden, wenn bereits eine parametrische

Darstellung gegeben ist? Ja - Kapitel 2, 3, 4

Beispiel 2.9.

i) Lineare Algebra: Das LGS (Bemerke, dass jedes LGS eine Varietit beschreibt, vergleiche



Beispiel 2.2). Insbesondere wird das LGS

zZU

r 4y +z =1
r +2y —z =3

x +3z =-1
y —2z =2

Es ergibt sich die parametrische Darstellung

ii) Die Varietit V(2?2 +y?—1) in R? hat die parametrische Darstellung x =

denn:

Nach den Strahlensitzen (vgl. Abbildung 4) folgt aus O(It)f
T\ YT e (-1)

y=tx+1)

r=1-—3t
y=2+2t
z=1t

-0

~ hA—— )

Ill_' ' {llu—. ) .Iltx, y]
m \ )
Lo -05 0.5 ‘_in -

0.5
T

Abbildung 4: Varietit und Strahlensatz

(*) Daher (mit % + y* = 1) impliziert

1—¢2
142

bereits t =

4+ + 1) =1= 1+ 220+ (2 —1) =0

dass © = (—1) eine Lisung ist. Das Ausklammern von (z + 1) ergibt nun:

Es folgt: x =

Setzt man dies in (x) (genauer iny = t(x + 1)) ein, so folgt y =

1—¢2

t
1412

(z+D[A+t)z—1—t)]=0

2t
1+¢2 -

und y =

Yy
x+1

2t
1+t27

bzw.



2.2 Ideale

§4 Ideals Kapitel 1 im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006. Sei I < k[z1, ..., z,] und seien
fl, ey fs S ]f[.%'l, ,xn]

Erinnerung: (fi,..., fs) = {>_i_; hifi: hi € k[z1,...,x,]} ist das von fi, ..., fs erzeugte Ideal.

Definition 2.10. Die Menge {fi,..., fs} ist eine Basis fiir das Ideal I gdw. I = (f1,..., fs) gilt.

Bemerkung 2.11. Betrachte das System

Nun betrachte das System

(o) Y hifi=0  Vh € Klay, ..., 2]
=1

Dann haben (%) und (xx) die gleiche Lisungsmenge in k™, d.h. V(f1,..., fs) = V({f1, .-, fs))
(V(-) kann damit auch sinnvoll auf Idealen [unendlichen Mengen] definiert werden,).

Proposition 2.12. Seien fi,..., fs und g1, ..., g Basen fiir das Ideal I, d.h.

I={f1,. fs) = (g1, -, 9t)

Dann gilt V(f1,..., fs) = V(91, -, 9t)-

Beweis. Wir berechnen V(fi, ..., f) "™ V((f1, oo ) = V({91 s g0) "™ Vi (ga, oy o).

O]

Beispiel 2.13 (Ubung 2).

i) (v +y,x—y) = (2,y)

ii) (202 +3y% — 11,22 —y? — 3) = (2% — 4,9% — 1)

Definition 2.14. Sei V C k" eine affine Varietdt. Dann ist das Verschwindungsideal von V




definiert als:

(V) :={f € klx1,...,xs) | V(a1,...,an) € V: f(a1,...,an) = 0}.

Bemerkung 2.15. Sei V =V(f1,..., fs), dann gilt

(fi, - fs) S (V).

Diese Inklusion kann strikt sein. Die genaue Beziehung zwischen V', (f1, ..., fs) und I(V') wird in
Kapitel 4 (Hilbert’s Nullstellensatz) thematisiert.

10
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Beispiel 2.16.

i) Betrachte V =V (z,y) = {(0,0)} C k2.
Behauptung: I(V) = (z,y).
Wir wissen bereits (z,y) C I(V'). Sei nun f € k[z,y] so, dass f(0,0) =0 gilt.

Zu zeigen: f € (x,y)
Setze [ = Z” aijz'y’ (a;; € k). Aus £(0,0) = agy = 0, folgt:

f=0+ Z aijxiyj = Zaijxiflyj x + Z anxoyjil Yy € (z,y)
(i,5)#(0,0) A 3>0
7

it) Betrachte V. = V(0) = k™ fir k unendlich. Dann ist (V) = {f € k[xi,...,zpn] |
f verschwindet auf k"} = {0}.

iii) V(2 57) = {(0,0)}.
Behauptung: I(V) = (z,y) v (sieche i)) Aber: (x%,y*) C (x,y), weil z B. x ¢ {x2,9?)
gilt.
(Sei f € (x%,vy?) dann gilt f = hix®+hoy? (mit hy, he € k[z,vy]), also totaldeg f > 2.)

iv) V(z%,y?) = V(x,y) (siehe iii)) und (2%,y*) C (x,y). Also gilt die Umkehrung von

Proposition 2.12 im Allgemeinen nicht.

Proposition 2.17. Seien V., W affine Varietdten in k™. Es gilt:
i) VCW gdw. I(V) 2D L(W)
i) V=W gdw I(V)=TI(W)

Beweis. Es ist klar, dass ii) aus i) folgt. Es geniigt also i) zu zeigen.

Sei VC W und f € I(W) d.h. f verschwindet auf W. A fortiori verschwindet f auch auf V. Es
folgt f € I(V).

Sei umgekehrt I(W) C I(V).

11



Sei durch ¢1,...,9: € k[z1, ..., ] eine implizite Reprisentation von W beschrieben. Dann gilt
91s---, 9t € I(W) und daher auch g1, ..., g € I(V). In anderen Worten: Jedes g; verschwindet auf
V. Es folgt V C W. O

Fragestellung:

(1) Beschreibe (algorithmisch) die Ideale I < k[z1, ..., 2y).
Erinnerung an Hilberts Basissatz (siche SoSe 2021 B4, Algebra II, 8. Vorlesung): Jedes
Ideal I in k[z1,...,x,] ist endlich erzeugt (d.h. k[x1, ..., 2] noethersch).

(2 Entscheide ,algorithmisch“ob f in (g1, ..., g¢) liegt.

(3) Spiter: Was ist die Beziehung zwischen (f1, ..., fs) und I(V(f1, ..., fs))?

Erinnerungen zum Ring k[z] (siche LA II Skript 3,4,5):

I) Divisionsalgorithmus: Seien f, g € k[x] mit g # 0, dann existieren eindeutige q,r € kx|
mit f = qg+ r und r = 0 oder degr < degg (Insbesondere kénnen ¢ und r algorithmisch

berechnet werden).
IT) E[x] ist ein euklidischer Ring (LA I+II).
IIT) k[x] ist ein Hauptidealring (folgt aus euklidischer Ring)

IV) Fiir ein Ideal I # {0} existiert ein (normiertes) Polynom f von minimalen Grad mit I = (f)

wobei f minimalen Grad in [ hat (und normiert ist).

V) Der ggT(f1,..., fs) kann algorithmisch berechnen werden. Insbesondere ist der ggT(f1, ..., fs)
ein (Haupt-)Erzeuger von (f1, ..., fs).

Gelten entsprechende Aussagen in k[zq, ..., z,]7

3 Grobnerbasen

Siehe Kapitel II im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006.

Monomiale Anordnungen:

Definition 3.1. Fine monomiale Anordnung > auf k[z1, ..., ] ist eine Ordnungsrelation auf
N§ (oder auf {z® | @ € N} = {z{"..25" | (av1, ..., ) € N§}) mit:

i) > ist eine totale Anordnung
ii) Fir alle a, 5,y € Nj mit a > 3 folgt o +~v > S+~

i11) > ist eine Wohlordnung.

12



Erinnerung: FEine total angeordnete Menge (S,>) ist wohlgeordnet falls folgende Bedingung
erfillt ist:

Jedes A C S, A# D hat ein kleinstes Element, d.h. es existiert ein ag € A mit ag < a fiir
alle a € A.

Lemma 3.2. (S,>) ist wohlgeordnet genau dann, wenn es keine unendliche strikt ab-

steigende Folge in S gibt, d.h. eine Folge s1 > s9 > ... in S terminiert nach endlich vielen
Gliedern.

Beweis.

»<=* Wenn (5, >) keine Wohlordnung ist, dann nehme eine Teilmenge A C S, A # () die kein
kleinstes Element besitzt.
Sei a1 € A beliebig, dann wihle as € A so, dass a; > as > ... gilt. Iterativ liefert dies eine
unendliche strikt absteigende Folge a; > as > az > ....

»,=“ Sei s1 > s3 > ... eine unendliche strikt absteigende Folge in S, dann ist die Menge
A :={s; |1 € N} C S nicht-leer und besitzt kein kleinstes Element.

Definition 3.3 (Lexikographische Ordnung auf Nij). Seien a = (v, ...,a0), 8 = (b1, ..., Bn) €
0, dann definiere o >y B genau dann, wenn die erste ungleich-Null-Komponente des Vektors

a — B positiv ist.

13
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Beispiel 3.4. Die lexikographische Ordnung aus (Definition 3.3) kann man durch x® >, 27 1<
a >pep b direkt auf {z® | o € NJ} tibertragen.

@) Wie sind die Variabeln in der lexikographischen Ordnung (>ie.) angeordnet?

Es gilt T >lex T Sler o lex T,
da  (1,0,...,0) >pr (0,1,0,..,0) >pex oo >iex (0,...,1).

2 3.4
®) 125 >ieq THTS

@) 2ir3as e viries
Lemma 3.5. Die Relation >, auf Njj ist eine monomiale Anordnung.
Beweis. Per Induktion nach n.
Ng = {(Ozl, ...,Oén) ‘ o € NQ}
entspricht
Ngil x No = {(a1, ..c,an—1,a) | (a1,...,an_1) € Ngil,an € No}

Dann gilt fiir alle (aq, ..., ), (81, ..., Bn) € Ni:
(ala ...,Oén) >lex (ﬁ17 7/871) genau dann, wenn ((Oél, ...,an_l),an) >lex ((517 man—l)aﬁn)'

Induktionsstart n = 2:
Betrachte NZ.
Fiir (a,b), (c,d) € N2 gilt:

(a,b) <iez (¢,d) gdw. a < ¢ oder a = c und b < d.

Wir priifen ob i),4i) und iii) (siehe Definition 3.1) gelten:

i) >e, auf N2 ist eine totale Anordnung (UA)
ii) Klar (UA)
iii) (N2, >;) ist wohlgeordnet:
Sei S C N2, S # 0.

14



Betrachte 71 : S — Ny, (a,b) — a (Bemerke 71 (S) # 0 und 71(S) C Np).

Sei ag € Ny das kleinste Element in 71 (.S).

Betrachte die Menge S” = {(ag, b) | (ag,b) € S} # 0.

Definiere nun analog m2(S’) m2 : S — Ny, (a,b) — b (wieder gilt m2(S’) # 0, m2(S) C
Np) und betrachte folgende Untermenge von Ny:

71'2(5/) = {b ’ (ao,b) S S/} 7& 0

Sei by das kleinste Element dieser Menge:
Behauptung: (ag,by) € S ist das kleinste Element beziiglich >, :
Sei (a,b) € S. Zu zeigen: (ag,bo) <iex (a,b).
Fall 1: a = ag, dann ist (a,b) € S’ und damit by < b (per Wahl von by).

Wenn by = b gilt, dann folgt (a,b) = (ag, bg) und wir sind fertig. Ansonsten
gilt bereits bg < b und wir sind erneut fertig.

Fall 2: Per Wahl von ag haben wir ag < a, daher gilt nun insbesondere
ag < a. Also ist (ag, bo) <iex (a,b).

Induktionsannahme: (Ngil, >ez) ist eine Wohlordnung.
Induktionsschritt: Zu zeigen: (NI, >.,) ist eine Wohlordnung (UA). O

Definition 3.6. Sei > eine monomiale Anordnung auf k[xy,...,z,] und sei f = ) aqx®

(aq € k,a € N, aq = 0 alle bis auf endlich viele)

i) Der Multigrad von f ist

multideg(f) = jmax ({a e Ny | aq # 0})
2gL. >

it) Der Leitkoeffizient von f ist
LC(f) = Quultideg(f) € Kk

i1) Das Leitmonom von f ist
LM(f) _ xmulti deg(f)

i1) Der Leitterm von f ist

LT(f) = LC(f) LM(f)

Bemerkung 3.7. Gegeben sei eine monomiale Anordnung >, dann wurde soeben der entspre-
chende Multigrad definiert.
Warum arbeiten wir nicht mit total deg(f)?

Die Idee vom Divisionsalgorithmus, schon bei k|x| war, dass fir den Rest r stets deg(r) < deg(g)

15



oder r =0 gilt. Das Analogon soll nun im multivariablen Fall unter Verwendung der monomialen

Anordnung > und dem Multigrad betrachtet werden.

Beispiel 3.8.

r2y23 ry?23
totaldeg : [(2,1,3)]= 6 =](1,2,3)]
lex : (2,1,3)  Swe  (1,2,3)

Definition 3.9 (Graduierte lexikographische Ordnung auf N{}). Seien o, 8 € Nj, setze a > grlex
B genau dann, wenn || > |B| oder |a| = |B| und o >, B gilt (Englisch: Graded lexicographic).

Lemma 3.10. >, ., ist eine monomiale Anordnung.

Beweis. UA. O

Beispiel 3.11. Es ist 1 > gy 100 T2 >gries - >gries Tn-

Definition 3.12.

i) Umgekehrt lezikographische Anordnung auf N (reverse lexicographic): Vergleiche nach

sletzter Differenz  (statt nach erster, vergleiche Definition 3.3). Schreibe >, ey ez -

ii) Graduiert umgekehrte lexikographische Anordnung auf N§ (graded reverse lexicographic):
Fiir aaﬁ € Ng gilt « >g7“7“evlex ﬁ gdw' |Oé| > |B’ oder |Oé| = |ﬁ| und o >revlex 5

Eigenschaften des Multigrades:
Seien f,g € k[x1,...,x,] mit f,g Z 0, dann gilt

i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g)
ii) Wenn f + g # 0, dann gilt multideg(f + ¢g) < max(multideg(f), multideg(g))

iii) Wenn multideg(f) # multideg(g) und f + g # 0, dann gilt die Gleichheit in i)

multideg(f + g) = max(multideg(f), multideg(g))

3.1 Divisionsalgorithmus in k[xzq, ..., Zy]

§3 Divisionsalgorithmus in k[x1, ..., 2], Kapitel 2 im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006
Ziel: Gegeben f € k[x1,...,x,) und fi,..., fs € k[z1, ..., 2y], es soll nun f  durch fi, ..., fs geteilt
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“ werden. D.h. geeignete ,,Quotienten “ aq,...,as € k[x1,...,x,] und ein ,Rest “ r € k[x1, ..., xy]

sollen gefunden werden, sodass:
f=afi+. . +asfs+r (4)

gilt und r erfiillt dabei noch weitere Eigenschaften. Insbesondere soll bestimmt werden, wann

genau r = 0 erfiillt ist.

Satz 3.13 (Divisionsalgorithmus). Sei > eine monomiale Anordnung auf Ny

und F = (f1,..., fs) ein s-Tupel von ungleich Null Polynomen in k[x1, ..., x| und f € k[z1, ..., ).
Dann existieren ay, ...,as,7 € k[z1,...,xy] so, dass Gleichung (4) gilt, wobei r = 0 gilt oder r
eine k-lineare Kombination von nicht durch LT(f;) teilbaren Monomen ist (i =1,...,s).

Dariiber hinaus gilt multi deg(f) > multideg(a; f;) fir allei =1, ...,s.
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Beispiel 3.14. FEs gelte © >, y.

i) Seien f = xy®> +1, fi = xy+ 1 und fo = y + 1. Wir bestimmen ay,as und r so, dass
Gleichung (4) gilt.

Wir starten:

ai:
ag:

fir ry+1 xy2+1‘P
far y+1

Es ist LT(f1) = zy, LT(f2) = y und LT(f) = zy?.
Also LT(f) ist teilbar durch LT(f1) und durch LT(f3).
Da fi zuerst gelistet ist, fangen wir damit an, dass xy® geteilt durch xy bereits y ergibt.

Nun kénnen wir yf1 von f abziehen und erhalten das folgende Tableau:

ai: Yy

as:

fir zy+1 ry? + 1 P

fry+1 -zt +y
—-y+1| P

Der LT(—y + 1) = —y ist nur durch LT(f2) =y teilbar und
—y geteilt durch y ergibt —1.

Somit konnen wir (—1) fo abziehen und erhalten folgendes Tableau:

ar: y
as: -1
fir xy+1 ry? +1 P
for y+1 -z’ +y
—-y+1 | P
— —y—1
2 | P

Die Leitterme LT(f1), LT(f2) teilen 2 nicht, also setze r := 2.
Es gilt
fay’ +1l=yy+ )+ (-1y+ 1) +2=afi +afo+r
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Vergleiche mit Gleichung (4).

ii) Seien f = 2%y +2y®> +y?, fi = vy — 1 und fo = y?> — 1. Betrachte das Tabeleau

a: r+y
ag:
fiioxy—1 22y + zy? + P
for y?—1 -2y -
i +z+y? | P
— zy’ —y
r+y’+y | P

Obwohl LT(f1) JLT(z 4 y? +y) und LT(fs) fLT(x + 3> +y) ist P = x +y> +y nicht der
geeignete Rest, weil LT(f2)|y? gilt.

ay: T+Y
as: 1
fir xy—1 22y + xy? + o2 P
far y2—1 —2’y—=x
ry? + 2+ y? P
—zy’—y
r+y*+y r=ux
v+y | P
— y2_1
y+l r=z+y
1 r=xr+y+1

Es gilt
f=aytay’+y’ =@+ yy-D+10" - D+ @+y+ 1) =afitaf+r
Vergleiche mit Gleichung (4).

Satz 3.13 (Divisionsalgorithmus).
Sei > eine monomiale Anordnung auf N
und F = (f1,..., fs) ein s-Tupel von ungleich Null Polynomen in k[xy, ..., x| und f € k[z1, ..., xy).

Dann existieren ay, ...,as, 7 € k[x1,...,2,] so, dass Gleichung (4) also die Gleichung
f=a,fit+..+asfs+r

gilt, wobei r = 0 gilt oder r eine k-lineare Kombination von nicht durch LT(f;) teilbaren Monomen
ist (1=1,...,8).
Dariiber hinaus gilt multi deg(f) > multideg(a;f;) fir allei=1,...,s.
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Beweis. Fiir k € Ny werden wir per Induktion folgende Folgen definieren:

e Eine Folge (Py)ken, von Polynomen, sodass die Multigrade strikt absteigen (d.h. multi deg(Py+1 <
multideg(Py) fiir alle k € Np).

e Eine Folge (r;)ren, von Polynomen in k[xi, ..., 2] bei der kein Term von 7 durch die
Leitterme LT(f;) teilbar ist (: = 1,..., s).

o (ir)ken, und (ax)ken, so, dass
(*)k f=P+rp+aifiy +...+ap1fi_,
erfiillt ist.

Induktionsanfang: £ = 0.
Setze Py = f, rop = 0, dann treffen obige Eigenschaften offensichtlich zu.

Induktionsannahme:

Die oben gegebenen Angaben gelten fiir k.

Induktionsschritt: (k — £+ 1).

Fall 1: Kein Term von Py ist teilbar durch LT(f;) (fur alle i =1, ..., s). Setze r := Py, + r;, K
Fall 2: Sei ein Term von Py, durch ein LT(f;) teilbar (fiir ein i € {1, ..., s}).
Schreibe
Py=mi+...+mj+mj1+...+my

als Summe von Monomen mit mq > mg > ... > my; und my, ..., m; seien nicht durch
LT(f(¢)) (fiir alle i =1, ..., s) teilbar, aber es existiert ein iy, € {1,..., s} mit m;; ist
durch LT(f;,) teilbar. Setze:

Tkt := (M1 + ... +my) + 14 (1)
an = il
B LT(fik)
Piy1:= Py — (m1+ ... + mj +apfi,) (1)

Beh. 1: Mit diesen Angaben ist ()41 erfiillt.
Beh. 2: multideg P11 < multideg Py
Beweis von Beh. 1: Aus { und 1 folgt

Pyi1 4+ i + (anfi,) = Pr + 1y

Pe + Py — (mi+...+mj+apf;) +
(denn die Summe 7y, + entspricht der Summe (m1+...+mj)+ry +.
akfik akfik

Das ergibt Py + ry)
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Nun gilt per Induktionsannahme (%), d.h.:

f = Pk+1 + Tky1 + (alfil + ...+ akflfikl) + akfik

Also gilt (*)k+1, Open.1

Beweis von Beh. 2: Es gilt (wegen t und I) LT (ag fi,) = m;4+1 und
LT(Pk —miy — ... — mj) = mj+1.

Also ist:

multi deg(LT (P, —mi—...—m;)—LT(a fi,)) < multideg(Py—mi—...—m;) < multideg(Py)0pen.2

(UA): Fiir i = 1, ..., s gilt multideg(a;f;) < multideg(f). O

Beispiel 3.15. Erneute Betrachtung des Beispiels 8.14 mit © >z Y.
Seien f = x%y +xy®> +y2%, f1 =y®> — 1 und fo = xy — 1. Dies liefert das Tableau

a1: x+1
a: x
fieoyr-1 2%y +xy? + 3 P
for xy—1 — zy? —
2%y +z + o> P
— 2’y —x
2z + > r =2
Y P
- -1
1 r=2x+1

Es gilt:
f=2%y+a’+ =@+ 1) - D4a@y—1)+Q2z+1)=arfi +asfa+r

Vergleiche mit Gleichung (4).
Im Buch von Cozx, Little und O’Shea 2006, Beispiel 5 (Kapitel 2, §3, S. 68) ergibt sich einmal
r =0 und einmalrT #0 (r=—x+vy).
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Monomiale Ideale und Dicksons Lemma

Vergleiche §4 Monomiale Ideale und Dicksons Lemma, Kapitel 2 im Buch von Cox, Little und
O’Shea 2006.

Definition 3.16. Ein Ideal I <k[z1, ..., zy] heifft monomial, wenn I = (z* | o € A) mit A C N}
(A darf unendlich sein) gilt.
D.h.

I= {Z hax® | he € k[x1, ..., 2] mit ho = 0 bis auf endlich viele}
acA

Notation: Sei I <k[zy,...,x,] und setze

Mon(I) := {z° | B € N}; 2P € I}
Bemerkung 3.17. Wenn I = (z | o € A) mit A C Ny, dann ist {z* | « € A} C Mon([).

Lemma 3.18. Sei I = (z® | a € A) ein monomiales Ideal und 2° ein Monom (3 € Ni).
Dann gilt 2° € I genau dann, wenn ein o € A existiert so, dass x® bereits x° teilt (d.h. es
existiert ein v € N mit 28 = %27 ).
Insbesondere

Mon(I) ={z° | e Ni: Iye Nl Ja € A, B=a+~}

Beweis.
»<* Klar (nach Definition).

»,=% Sei nun 2 € I mit geeignetem 3 € NJ.

Dann kann man z” schreiben als
S
2P = Z hix™ (*)
i=1

mit h; € k[xq,...,x,] und a1, ..., a5 € A.

Insbesondere kann das Polynom h; als k-lineare Kombination von Monomen geschrieben
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werden.

Setzt man diese k-lineare Kombination in die rechte Seite der Gleichung (%) ein, so sieht
man, dass insbesondere jeder Term auf der rechten Seite in der Gleichung (x) durch das
Monom z{a;) fiir ein geeignetes i € {1, ..., s} teilbar ist. Dies gilt somit auch fiir die linke
Seite der Gleichung (%), d.h. insbesondere ist z’eta durch z{a;) fiir ein geeignetes i mit
a; € A teilbar.

Lemma 3.19. Sei [ = (z* | a € A) ein monomiales Ideal und f € k[z1, ..., zp].

Folgende Aussagen sind dquivalent:

i) fel
i1) Jeder Term von f liegt in I
i11) f ist eine k-lineare Kombination von Monomen aus I

Beweis. iii) = i) = 1) sind klar.

Wir zeigen daher noch @) = ii) = iii).

Die Implikation i) = iii) ist dabei ebenfalls klar.
Zu zeigen i) = i1):

Wir werden die folgende, allgemeinere Aussage beweisen:

Wenn f € I gilt, dann ist jeder Term von f durch ein Monom z?® (fiir ein geeignetes o € A)
teilbar.

Schreibe dazu i

f= Z h;x® mit geeigneten h; € k[z1,...,z,],; € A
=1

Beobachte ferner h; = > y a;;x7 fiir geeignete a;; € k,7v;; € Nj.

f= Zzaij(f\ﬁj—i_ai)
i

Wir sehen also, dass jeder Term auf der rechten Seite dieser Gleichung durch x® fiir ein geeignetes

Dann gilt

a € A teilbar ist. Dies muss somit auch fiir die linke Seite dieser Gleichung, ndmlich f, gelten. [
Korollar 3.20. Seien I,J monomiale Ideale. Dann gilt

I = J genau, dann wenn Mon(I) = Mon(J) erfillt ist.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.19 7). O
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Satz 3.21 (Dicksons Lemma, DL).
Sei I = (x| a € A) ein monomiales Ideal.

Dann existieren geeignete aq,...,as € A (s € N) mit [ = (21, ..., z%).

Beweis. Hilberts Basissatz (siche Algebra 2, Skript 8. Vorlesung, SoSe 2021) liefert geeignete
fi,-, fi € k[l’l, ,a:n] mit I = <f1, ey J1)-

Lemma 3.19 impliziert, dass
jeder Term von jedem f; durch ein z® fiir ein geeignetes o € A teilbar ist.

Sei A; C A die entsprechend zuzuordnende endliche Untermenge von A, fiir jedes i € {1, ...,1}.

Dann gilt
!
(froon 1) = (@ [ € | A)
i=1

Korollar 3.22. Sei > eine Relation auf Njj so, dass folgende Bedingungen erfiillt sind.:
i) > ist eine totale Anordnung von Ny
ii) Wenn o« > (3 gilt, dann folgt fiir beliebiges gamma in N stets oo+~ > 4+

Dann ist > eine Wohlordnung (also eine monomiale Anordnung) genau dann, wenn die zusdtzliche

Bedingung
iit)” a >0 fir alle o € Ny

erfillt ist. Das heifit > ist eine monomiale Anordnung genau, dann wenn i),ii),iii)" gelten
(Vergleiche mit Definition 3.1).

Beweis.

»<“ Sei > eine Wohlordnung und ag das kleinste Element in N{.

Dann ist ap > 0 (sonst wire ag < 0, und damit auch 2ag < ag. Ein Widerspruch).

»,=* Wir nehmen an, dass iii)’ gilt. Zu zeigen: > ist eine Wohlordnung (vgl. iii) in Definition
3.1).
Sei A C Nj,A # () und sei I = (2 | a € A). Dicksons Lemma, Satz 3.21 liefert nun
geeignete ayq,...,a5 € A mit I = (x, ..., x%).

Ohne Einschrinkung gelte o < ... < .
Beh.: a7 ist das kleinste Element von A.

Wenn a € A gilt, dann ist z® teilbar durch ein x® fiir ein geeignetes i € {1, ..., s} (wegen
Lemma 3.18). Also ist @ = o +  fiir ein geeignetes v € N .
Nun ist (per Annahme 4i7)") v > 0, also folgt

a=a;+yv2a;+02>a;
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3.2 Hilbertscher Basissatz und Grobnerbasen

Vergleiche §5 The Hilberts Basis Theorem and Grobner Bases, Kapitel 2 im Buch von Cox,
Little und O’Shea 2006.

Fixiere eine monomiale Anordnung >.

Definition 3.23. Sei {0} # I < k[xy, ..., xy).

Bezeichne mit LT(I) die Menge aller Leitterme von Elementen aus I.
Also LT(I) :=={ca® | c € k,a € N und 3f € I mit LT(f) = ca®}

und sei (LT(I)) das Ideal, das hiervon erzeugt wird.

Proposition 3.24. Sei {0} # I < k[z1,...,x,], dann gelten folgende Eigenschaften:
i) (LT(I)) ist ein monomiales Ideal
i1) Es existieren geeignete g1, ...,g¢ € I mit (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT (g¢))

Beweis.
i) Klar.

ii) Dicksons Lemma, Satz 3.21
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Satz 3.25 (Explizite Aussage von Hilberts Basissatz).
Sei {0} # I < k[z1,...,zy] und wihle geeignete g1, ..., g: € I mit (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g¢))-
Dann gilt

I'={(g1,..,q)

Beweis. Die Inklusion (g1, ..., g:) C I ist klar.
Sei nun f € I. Wende den Divisionsalgorithmus auf f und (gi,...,¢¢) an und erhalte eine

Darstellung f = ai1g1 + ... + arg¢ + v mit a; € k[z1, ..., z,) und kein Monom in r ist teilbar durch
LT(g1), ..., LT(gs).

Behauptung: r =0

Beweis: Schreibe

¢
r:f—ZaithI.
i=1

Falls r # 0 folgt LT (r) € (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT (g¢))-
Nach Lemma 3.18 existiert somit ein i € 1,..,t, sodass LT (g;) den Leitterm von r teilt. Ein
Widerspruch. O

Definition 3.26. Sei I < k[zy,...,x,], dann heifst eine Untermenge G = {g1,...,q:} C I

Griobnerbasis von I, wenn

(LT(I)) = (LT(g1), ---, LT(g1))

erfillt ist.

Korollar 3.27. i) Eine Grobnerbasis {g1,...,g+} von I ist eine Idealbasis von I.
it) Jedes {0} # I < k[z1,...,x,] hat eine Gribnerbasis.

Beweis.

i) Folgt aus Satz 3.25.

ii) Folgt aus Proposition 3.24.
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Bemerkung 3.28. Wir wollen zwei Bemerkungen festhalten (Folgerungen aus Hilberts Basis-

satz):

1. k[z1, ..., zp] ist noethersch und erfillt somit die ACC (Ascending Chain Condition) fiir
Ideale:

Satz 3.29. Sei I} < I, < ... eine Folge von Idealen in k[, ..., xy,], dann gibt es ein N € N
mit I, = In fiir alle k > N. O

Definition 3.30. Sei I < k[z1, ..., xy). Definiere

V(I):={(a1,....,an) €K" | Vf € I: flal,...,an) =0}

Proposition 3.31. V(I) ist eine affine Varietit (d.h. wenn {gi,...,q:} eine Idealbasis
von I ist, dann folgt V(I) =V (g1,...,9¢)) O

3.3 Eigenschaften von Grébnerbases

Vergleiche §6 Properties of Grobner Bases im Kapitel 2 im Buch von Cox, Little und O’Shea
2006.

Proposition 3.32. Sei {0} # I < k[z1,...,z,] und G = {g1,...,g¢} eine Grobnerbasis von I.
Sei 0 # f € k[xy,...,xy], dann existiert ein eindeutiger Rest r € k[x1, ..., x,] mit den folgenden

FEigenschaften:
i) Kein Term von r ist teilbar durch LT(g;) (fir allei=1,...,t)
it) f =g+ fir ein geeignetes g € I
Das heifit r ist der eindeutige Rest im Divisionsalgorithmus von f durch (g1, ..., gt).

Beweis. Die Existenz von r mit den Eigenschaften i) und i) wurde bereits im Satz Satz 3.13

(Divisionsalgorithmus) bewiesen.
Eindeutigkeit: Erfiillen r,7’' € k[z1, ..., z,] die Eigenschaften i) und i) mit

f=g+r=g+r"
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Dann folgt r — 7' =¢ —g € I.

Falls r — r' # 0 gilt, folgt hieraus LT(r — ') € (LT(I)) = (LT(¢1), .., LT (g¢))-

Nach Lemma 3.18) existiert somit ein ¢ € {1, ...,t}, sodass LT(g;) den Leitterm LT (r — 7’) teilt.
Jedoch ist LT (r —r') ein Term von r oder 7. Dies liefert somit einen Widerspruch zur Eigenschaft

i) von r oder 7. O

Korollar 3.33. Sei G = {g1,...,g:} eine Grobnerbasis von I und 0 # f € k[z1,...,xy).
Dann gilt f € I gdw. der Rest von f im Divisionsalgorithmus durch G gleich Null ist. [

Definition 3.34 (und Notation). Sei {0} # I < k[z1,...,xy], G eine Gribnerbasis von I und

0# f €klxy,...,xn)].
Bezeichne mit  f ¢ den Rest von f im Divisionsalgorithmus durch G (in beliebiger Reihenfolge).

Wir wollen nun entscheiden kénnen, ob eine gegebene Idealbasis {g1, ..., g: } eine Grébnerbasis

von [ ist. Dafiir werden wir die sogenannten ,,S-Polynome* einfiihren.

Definition 3.35. Seien 0 # f,g € k[x1, ..., xy].

Setze multideg(f) =: a =: (o, ..., ), multideg(g) =: 8 =: (51, ..., Bn) und
Ng > Y= (717 7771) fU’T Yi = maX(O[i,/Bi).
Betrachte ferner x7 := kgV(LM(f),LM(g)).

Das S-Polynom S(f,g) entspricht nun:

27 27
S0 ! g

Bemerkung 3.36.
i) S(f.9) €{f.9)

i11) Aus multideg(f) = multideg(g) = ~ folgt multideg(S(f,g)) < v und S(f,g) ist eine

k-lineare Kombination von f und g

iv) multideg(S(f,g)) < multideg(kgV (LM(f),LM(g)))

Beispiel 3.37. Fiziere >y 10, als monomiale Anordnung und betrachte die Polynome
f=a%y? — 2?3 + 2 und
g =3zly+y’
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in Rlz,y].

Dann ist v = (2*,y?) und
4,2 4,2
Tty Tty 1 1,

S ’ _2J . I o _ = — _ 3,3 2 -
(f.9) B2 T 31,9 of —3yg =27y +a" -y

29



8. Skript zur Vorlesung: Algorithmische Algebraische Geometrie
Prof. Dr. Salma Kuhlmann
WS2021/2022: 18.11.2021

Lemma 3.38. Seien f1,..., fs # 0 in k[z1,...,z,]) und c1,...,cs € kK*.
Sei multideg(f;) = multideg(f;) =0 fir alle i,j € {1, ..., s}.
Dann gilt:

i) multideg S(fi, fr) <0 fir allei # k, i,k € {1,...,s}

i) Aus multideg(d "7, ¢;ifi) < dfolgt, dass > ;_cifi als k-lineare Kombination von den
S-Polynomen S(f;, fr) (fir 1 < j,k < s) geschrieben werden kann.

Beweis. Zu zeigen ii):
e Setze d; := LC(f;)
und bemerke, dass diese Vorrausetzung in y ;_, ¢; f; bereits Y ;_; ¢;d; = 0 impliziert.

e Setze p; := 5—2

Schreibe die k-lineare Kombination nun wie folgt als Teleskopsumme um:

S S

> afi=> cdip;
i—1 i—1
= c1di(p1 — p2) + (c1dy + cad2)(p2 — p3)
+ ...
+ (c1dq + ... + cs—1ds—1)(ps—1 — ps) + (c1d1 + ... + ¢sds) ps.

=0

Berechne S(f;, fr):
LT(f;) = d;z° und damit

(x)  S(fj, fr)=2° (djig - dﬁﬁ) =Dpj — Dk

Damit wurde i) bewiesen.

i) folgt unmittelbar aus ().

Satz 3.39 (Buchbergers Kriterium). Sei {0} # I < k[z1,...,zy] und G = {g1,...,g9:} eine
Idealbasis von I. Genau dann ist G eine Grobnerbasis von I wenn fiir alle i # j der Rest von

S(gi,95) i1m Divisionsalgorithmus durch G gleich Null ist.
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Beweis.

-G
»= Da G eine Groberbasis ist und S(g;, g;) € I gilt, folgt aus Korollar 3.27 sofort S(g;,9;) = 0.
,<=* Sei fel, f+#0.Zu zeigen:

(1) LT(f) € (LT(g1), ..., LT(g¢))

Schreibe hierfiir

t
(2) f = > hig; mit geeigneten h; € k[x, ..., zy].
i=1
Dann folgt
(3) multi deg(f) < max;(multideg(g;)).

Fall die Gleichheit in (3) gilt, dann existiert ein geeignetes ¢ € {1, ...,t} mit

multi deg(f) = multideg(h;g;). In diesem Fall ist LT(f) teilbar durch LT (g;) und folglich
ist (1) erfiillt.

Ansonsten setze m(i) := multideg(h;g;) und § := max(m(1), ..., m(t)).

Dann gilt multideg(f) < 4.

Betrachte nun die nicht-leere Menge
{0 ] 6 = max(m(1),...,m(t)) fiir eine Darstellung (2) von f}

Dann gibt es ein minimales ¢ in dieser Menge, da Nj Wohlgeordnet ist.
Behauptung: Wenn § minimal ist, dann muss in (3) Gleichheit gelten.

Beweis per Widerspruch:
Sei 0 minimal und multideg(f) < 6.

Analysiere eine Darstellung (2):

= > higi+ Y, higi= Y, LT(hi)gi+ Y (hi—LT(hi))gi+ > higi

m(i)=6 m(i)<s m(i)=6 m(i)=5 m(i)<é

(1 (1) (I11)

Es ist klar, dass multideg(I7) < ¢ und multideg(IIT) < ¢ gilt.
Es folgt somit unmittelbar auch multideg(l) < é.
Schreibe LT (h;) = ¢;z% und betrachte nochmals (I):

Z cix™g;

m(i)=

mit ¢; € k.

Setze f; := x%g;. Dies liefert ) . ¢; f; wie im Ansatz von Lemma 3.38.
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Also kann man () als k-lineare Kombination der S(xz% g;, x“*gy) (fiir j, k = 1,...,¢ mit

multideg davon <§
J # k) geschrieben werden.

Berechne
S(z*Dg;, 2*®) gy = 2% S (g5, gr.)
fiir 277% = kgV(LM(g;), LM(gx))-
Das heifit es existiert ein cj;, € k mit
(5) (Z) JLT(hi)gi = Zl:c e’ % 5(g5, gi)-
m(t)= s

Nun kann der Divisionsalgorithmus angewendet werden. Die Voraussetzungen ergeben:

t
(6) S(gj,9x) = > aijrg; fir geeignete a;j, € k[, ..., 2.
i=1
(7) multideg(a;;rg;) < multideg(S(g;, gx)) fiir alle 4,4,k € {1,...,t}

Es sollen nun (5), (6) und (7) ausgenutzt werden. Schreibe
2% S (gj, gr) = Z bijrgi

fir bijk = m‘s"yﬂ'kaijk.
Aus (7) und Bemerkung 3.36 folgt

(8) multi deg(b;;rg;) < multideg(z°~%S(g;, g)) < &
Mit (6) und liefert nun das Einsetzen in (5)

t

Z LT(hi)g;i = chk (Z biiji) = Z hi
7.k =1

m(i)=6 i=1

mit 7 == St (ij cjkbijk> g. Insbesondere gilt jedoch wegen (8) bereits multi deg(h;) <
0. Ein Widerspruch.

O
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Beispiel 3.40. Betrachte das Ideal I = (y — 22,z — 23) in Ry, z, z].
Beh.: G = {y— 22, 2z — 23} ist eine Grobnerbasis von I bzgl. >je Mit Y >iep 2 >le T

Es soll Satz 3.39 (das Buchberger-Kriterium) ausgenutz werden:
Berechne
Sy —a%z—a%) = %(y —2?) — %(z —23) = —z2? + ya?.
Yy z

Der Divisionsalgorithmus liefert nun
—za® +yxd = 23(y — ) + (—2?)(z — ) + 0.
Also ist G eine Grobnerbasis von I bzgl. <je, in Rly, z,x].

Achtung: G ist keine Grobnerbasis fir >je, Mit T >iep Y >iex 2 0 Rz, y, 2].

Beispiel 3.41. Betrachte k[x,y] mit > g jcq-

fi=x%—2zy

fo=a%y —2y" +x

I = (f1, f2) bemerke, dass {f1, fo} keine Grobnerbasis von I bzgl. > gpieq ist, weil

2> =xfy —yf1 €I (also LT(2%) = 2? € LT(I)) aber 2> & (LT(f1), LT(f2)) = (a3, 22y).

Wir wollen nun F = (f1, fa) ,erginzen® bis das Buchberger-Kriterium (Satz 3.39) erfillt ist und
damit eine Grobnerbasis konstruiert wurde.

Berechne S(f1, f2) = —x? € I.

Der Divisionsalgorithmus von S(f1, f2) durch F ergibt als Rest —x% # 0.

Setze f3 := —x? und betrachte F' = (f1, f2, f3). Berechne:

o S(f1,f2) = f3 also S(f1, f2) =0

o S(f1,f3) = —2zy und (1, f3) =20y #0 x

Setze fy := —2xy und betrachte F = (f1, fo, f3, f4). Berechne:

° S(flafZ)F = S(fl,f:s)F =0V
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o S(f1, f1) = —2xy® = yf4 also mF -0V
o S(fa. f3) = —2y° + = also mF: 2+ #0 x

Setze f5:= —2y% + .
Nachrechnen (des Buchberger-Kriteriums) beweist nun, dass F' = {fi, ..., fs} eine Grébnerbasis

von I bzgl. <gpjex ist.

Sei > im folgenden eine monomiale Anordnung.

Satz 3.42 (Buchberger-Algorithmus).
Sei I < kl[x1,...,xn) und F = (f1, ..., fs) eine Idealbasis von I. Dann kann F' zu einer Grébnerbasis

G =A{q,...,9t} erweitert werden, indem F durch Reste der S-Polynome erweitert wird (vgl.
Beispiel 3.41).

Beweis. Setze zunichst G’ := F.

Nehme an, dass G’ bereits aufgebaut wurde. Definiere
G = G’ U {ungleich-Null-Reste der S-Polynome iiber G’}
Da G’ C G per Definition gilt, folgt
(x)  (LT(G)) € (LT(G)).
Beh.: Aus G’ C G folgt (LT(G)) € (LT(G)).

Beweis: Falls r # 0 ein Rest (der S-Polynome) im Divisionsalgorithmus durch G’ ist, dann ist
LT(r) nicht teilbar durch LT(G’). Daher

0#7reG\G = LT(r) € (LT(G)) \ (LT(G"))  Open,

Damit ist die Inklusion in () strikt.
Das zeigt: Dies zeigt, dass nach endlich vielen Schritten G \ G’ = () erreicht wird, denn sonst
wiirden wir eine strikt steigende Folge von Idealen erzeugen, was ein Widerspruch dazu ist, dass

k[x1, ..., x,] noethersch ist. O

Es kann nun die Frage gestellt werden, ob in Buchbergers Algorithmus ggfs. zu viele Erzeuger

konstruiert werden.

Lemma 3.43. Sei G eine Gribnerbasis und p € G mit LT (p) € (LT(G \ {p}))-
Dann ist G\ {p} auch eine Grobnerbasis.

Beweis. (LT(I)) = (LT(G)) = (LT(G \ {p})). O
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Definition 3.44. FEine Grobnerbasis G von I ist eine minimale Gribnerbasis, wenn folgende

Figenschaften erfillt sind:
i) LC(p) =1 fiir allep € G

i1) Fir alle p € G ist LT (p) ¢ (LT(G \ {p}))

Beispiel 3.45 (Fortsetzung von Beispiel 3.41). Sei k unendlich.

Betrachte nochmals {(f1, fa, f3, fa, f5)-

LT(f1)x® = —x LT(f3). Damit kann Lemma 3.43 angewendet werden.

LT(f,) = =32 LT(f1). Damit kann Lemma 3.43 angewendet werden.

Eine minimale Gribnerbasis ist damit { f3 := 22, fy := xy, f5 =y — %x}

UA: Auch {fg = 22+ axy, f4 = xy, fg, =y — %x} ist fir jedes a € k eine minimale Gribnerbasis
von 1.

Es ist somit ersichtlich, dass unendlich viele minimale Grébnerbasen existieren kénnen.

Definition 3.46. Eine reduzierte Grobnerbasis G von I ist eine Grobnerbasis mit
i) LT(p) =1 fiir allep € G

it) Fir alle p € G liegt kein Term von p in (LT(G \ {p})).

Proposition 3.47. Sei {0} # I < k[z1,...,z,] und > eine monomiale Anordnung.

Dann existiert eine eindeutige reduzierte Grobnerbais von I.

Beweis durch einen Algorithmus. Sei G eine minimale Grébnerbasis von I. Ein g € G sei redu-
ziert fiir G, wenn Bedingung ii) aus Definition 3.46 fiir ¢ erfiillt ist.

Die ¢’s der gegebenen minimalen Grébnerbasis konnen nun algorithmisch durch reduzierte g’s
ersetzt werden. Dies sichert die Existenz einer reduzierten Grobnerbasis.

Sei g € G und setze ¢’ = gEM9}, sowie G’ =G\ {g} U g

UA: Nach endlich vielen Schritten gilt ¢’ = ¢, d.h. der Algorithmus terminiert, und die erzeugten
g’s sind reduziert.

UA: Die konstruierte reduzierte Grébnerbasis ist eindeutig. O
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4 Eliminationstheorie

Vergleiche Kapitel 3 im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006.
Wir werden in diesem Kapitel Methoden untersuchen, die uns ermoglichen Punkte a € k™ mit
a € V(I) (V(I) eine affine Varietét) zu bestimmen.

Beispiel 4.1 (Motivation). Betrachte das System von polynomieller Gleichungen in Clx,y, z]:

P ty+z2=1
:L'+y2+z:1
c+y+22=1

Welche (z,y, z) € C3 losen dieses System?
Betrachte I = (z? +y+ 2z — 1L,z +9y2>+2— 1,z +y+22—1).
Finde eine Grobnerbasis G von I bzgl. >, (also I = (G). Betrachte hierfiir

p=zty+2-1
2 2
=Y " —y—z"+z
G = Y 9 9 *
gy — 2yt g A 22 {91, 92, 93, 94}
g4 = 26— 424
Die Nullstellen von g4 in C findet man durch die Betrachtung von
22(z—-1)%(22+22—-1) =0.

Diese sind z = 0,1, —1 & /2. Einsetzen dieser go = 0 bzw. in g3 = 0 ergibt nun mdégliche
y-Losungen. Darauffolgendes einsetzen in g1 = 0 bestimmt sodann die Lésungskoordinate fiir x.

So ergeben sich alle Losungen:
(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),

(—1+v2,-14+2,—-1+2),
(-1 —=+2,-1-+2,-1-2).

Bemerke: g, € INC[Z]
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Definition 4.2. Sei [ < k[z1,...,x,] und seil € {0, ...,n}.
Definiere Iy = I N k[zi41, ..., Tp].

Terminologie: I; heift [-tes Eliminationsideal von I.
Bemerke
1) I Qklriga, ..., o)

2) Ip=1

Satz 4.3 (Eliminationssatz).
Sei I A k[x1,...,x,] und G eine Grobnerbasis von I beziiglich >je;.
Dann ist Gy eine Grobnerbasis von I fir G;:= G N k[zi41,...,zn] (0<1<n).

Beweis. Seil € {0,...,n}. Per Definition gilt G; C I;, und
(LT(L)) = (LT(G))

ist zu zeigen.
Die Inklusion “O” ist klar.
Es bleibt zu zeigen zeigen:
(LT(1)) € (LT(Gy))

Sei f € I;. Zu zeigen: LT(f) ist teilbar durch LT(g) fiir ein geeignetes g € Gj.

e Da f € I;ist f € I klar erfiillt. Weil G zusétzlich eine Grobnerbasis von [ ist, existiert ein
g € G so, dass LT(f) teilbar durch LT(g) ist.

e Da f € I; gilt, folgt LT(g) € k[zit1, ..., Tn]
e Da 1 >y .o >iex Ty gilt, folgt nun g € klxpyq, ..., x4)
L]

Ansatz des Fortsetzungssatzes: Betrachte V(I) = {(a1,...,an) € K" | Vf € I: f(a1,....,an) =

0}
und V(I;) = {(aj+1,-..,an) € k| Vg € I;: g(aj41,...,a,) = 0}

Frage 4.4. Sei(ajt1,...an) € V(I;). Wann kann diese Lisung fortsetzen zu (a1, ..., ap, aj41, ..., Gpn) €
V(1) fortgesetzt werden?
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Terminologie: (aj11,...,a,) € V(I;) ist eine partielle Losung mit f; = 0, ..., fs = 0 wobei

<f17"'7fs> =1

)
Satz 4.5 (Fortsetzungssatz). Seik algebraisch abgeschlossen . Seil = (f1, ..., fs) < k[x1,...,zy].
Betrachte I und fir alle i € {1, ..., s} interpretiere f; € k[za, ..., zy][z1] mit geeigneten 0 # g; €

klxa, ..., zy], sodass
Ji = g1(x2, ,a:n):niv’ + Terme mit Grad kleiner N;

mit deg(f;) = N; gilt.
O

Sei (ag, ...,an) € V(I1) eine partielle Losung mit (as, ...,an) € V(91,-..,9s). Dann existiert ein
a1 € k mit (a1, az,...,an) € V(I)

Beweis. Spéter. O

Beispiel 4.6 (Gegenbeispiele zu den Voraussetzugen (a) und (b)).
@&): Betrachte das System

iber k = R statt iber C (d.h. in einem nicht algebraisch abgeschlossenen Kérper). Dann
ist (a,a) eine Partielle Losung fir a € R.

Wenn a < 0 gilt, dass existiert kein x mit 2° = a.
(®): Betrachte das System
zy =1
zz=1
FEine partielle Lésung hiervon ist (y,z) = (a,a) mit a € k.

Jedoch kann (0,0) nicht fortgesetzt werden. Hier war die Bedingung (b) verletzt. Insbesondere

gilt namlich

fi=zy—1=giz—1¢€ k[yaz”x]
fo=xz—1=gox — 1€ k[y, z][x]

mit g1 =y, g2 = z und g1(0,0) = g2(0,0) = 0.

Wir wollen nun Korollare von Satz 4.5 (Fortsetzungssatz), sowie seine geometrische Bedeutung

diskutieren.
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Korollar 4.7. Sei I = (f1,..., fs) < k[z1, ..., xs] und k algebraisch abgeschlossen.

Es ezistiere ein i € {1, ..., s} mit

N,

fi = Gy ¢ + ...

wobei 0 # ¢; € k. Sei (ag, ...,a,) € V(1) eine partielle Losung.
Dann existiert ein a; € k mit (a1, a2, ...,a,) € V(I). O

Sei k algebraisch abgeschlossen.
Sei V. =V(f1,...,fs) Ck™und [ € {0,...,n}. Betrachte die Projektion

o k= kT

(@1, ey an) = (A1 ooy On)-

Untersuche nun m;(V) C k", Bemerke hierbei, dass V(I;) eine affine Varietit in k"~ ist.

Lemma 4.8. Es gilt m(V) C V(I;).

Beweis. Sei f € I; und sei (ay,...,a,) € V.
Es gilt f(aq,...,a,) = 0. Da aber f € I, gilt auch f(a;41,...,a,) = 0.
———

m(a1,...,an)

Bemerkung 4.9. m;(V) ist die Menge aller fortsetzbaren partiellen Lisungen.
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Satz 4.10. Sei k algebraisch abgeschlossen, und V.=V ({f1,..., fs)) mit f1,..., fs € k[z1, ..., zp],
dann gilt
V() =m(V)U(V(g, .., g95) N V(1))

(und die g;’s sind definiert wie im Fortsetzungs-Satz 4.5). O

Korollar 4.11. Sei k algebraisch abgeschlossen und V- =V ((f1, ..., fs)) mit fi1, ..., fs € k[x1, ..., zp].

Nehme weiter an, es ezistiert ein i € {1,...,s} mit

N
f’i = c I +
0#c€k Terme mit (bezgl. x1) Grad kleiner als N

Dann gilt V(I;) = m (V). O

4.1 Faktorielle Ringe und Resultante

Erinnerungen aus der Algebra I und II (Insbesondere Algebra I Skript 6).

Definition 4.12.
o Sei R faktoriell, dann ist jedes irreduzible Element ein Primelement.

o R=klzy,...,xy,) ist faktoriell (wenn k ein Korper ist)

Resultante: Betrachte k[z] und seien f, g € k[z] gegeben.

Zu entscheiden: Haben f, g einen gemeinsamen Faktor?

Sei dazu [ := deg f > 0 und m := degg > 0.
Wann gibt es ein h € k[z] mit degh > 0 sodass gilt h|f und h|g?
Wir kennen bisher zwei Methoden:

e Falls k[z] faktoriell ist, dann faktorisiere f und g und vergleiche die Faktoren.

e Berechne den ggT(f, g)
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Lemma 4.13. Seien f,g € k[z] und | :== deg f > 0 und m :=degg > 0. Dann haben f und g
einen gemeinsamen Faktor h (mit degh > 0)) genau dann, wenn geeignete A, B € k[x| existieren

mit:

i) A und B sind nicht beide Null.
ii) deg(A) < m und deg(B) < .
iii) Af +Bg =0

Bewess.

»,= Sei h ein gemeinsamer Faktor, dann schreibe f = hf; und g = hg; mit fi,¢1 € k[z] und
deg f1 <l und degg; < m.

Berechne
af +(=fi)g = gihf1 — fihg1 = 0.
Setze A=g) und B:=—f; vV

,<=" Seien A, B € k[x] sodass 7),7i) und i) erfiillt sind. Ohne Einschrinkung gelte B # 0.
Wenn f und g keinen gemeinsamen Faktor haben, dann ist ggT(f,g) = 1.
Also existieren A, B € k[z] mit
Af+Bg=1

Nach Multiplikation mit B ergibt sich:

B=ABf+B Bg = ABf - BAf =(AB— BA)f
~~

—_Af
Da B # 0 folgt deg B > [. Das ist ein Widerspruch zu ii). O
Wir untersuchen iii):
e Schreibe
f:a0$l+...+az ag #0,a; € k
g ="boz™ + ... 4+ by, bg #0,b; € k

Wir wollen cg, ..., ¢;,—1 € k nicht alle gleich Null und dy, ...,d;_1 € k nicht alle gleich Null

finden sodass

A= coxm_1 + ...+ ¢n_1 und

B:=doz" '+ .. +d_,

die Gleichung in #i7) erfiillen.

Das bedeutet, wenn wir die Koeffizienten von 4ii) berechnen, dann sollen sie alle gleich
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Null sein (Koeffizientenvergleich der rechten und linken Seite von 4i3)). Also berechnen wir

nun

apco + bodg = 0 = Koeffizient von gl

aico + apc1 + bidg 4 body =0 = Koeffizient von gltm=2

(5)
0

a;Cm—1 + bmndi—1 =0 = Koeflizient von =z

und erhalten so ein Homogenes Lineares Quadratisches Gleichungssystem mit [ + m Zeilen
und Spalten (die Variablen sind die ¢’s und d’s - unterstrichen).
Definition 4.14. Seien

f=aox' +..+a €klz] mitl>0
g ="box™ + ...+ by, € k[z] mit m > 0.

Die Sylvestermatriz Syl(f, g,x) ist diese (I +m) x (I +m) Matriz, also:

ag bo
ai aop b1 by
ar - © b b
ag : Do
Syl(f,g,z) = ap ay by I [+ m Zeilen
a : by b1
bm,
a; :
bm J
m Spalten I Spalten

wobei die freien Eintrdge 0 sind.

Die Resultante von f und g ist

Res(f,g,z) := det(Syl(f, g, z))

Bemerkung 4.15. Seien f,g € klz]. Wenn Res(f,g,2) = 0, dann haben f und g einen
gemeinsamen Faktor (das LGS (5) hat dann eine nicht triviale Losung, damit liefert Lemma
4.13 die Existenz eines gemeinsamen Faktors).

Lést man das LGS (5) so, dass A = cox™ ! + ... + c;n_1 # 0 minimalen Grad hat, dann ist g/A

ein gemeinsamer Faktor, denn:

42



Da Af 4+ Bg =0 (wobei B = dox' ™'+ ...+ d;_1) und k[z] ein Faktorieller Ring ist, konnen
wir die Faktorisierung (als Produkt von irreduziblen Elementen in klx]) von A und f und
von B und g vergleichen.

Aus der Minimalitit des Grades von A folgt, dass A und B keinen gemeinsamen irreduziblen
Faktor haben (sonst kénnte dieser aus der Gleichung Af + Bg = 0 gekiirzt werden,
Widerspruch zur Minimalitit des Grades von A).

Also muss A schon g teilen und g/A € klx] ist ein Faktor von g (= Ag/A) und von
f=—-Bg/A (& Af + Bg=0).

g/A ist dabei bis auf Assoziiertheit der grifste gemeinsame Teiler.

Beispiel 4.16.

e Sei f(x) =323 + 222 + 2+ 1 und g(z) = 2°, dann ist

3 1
2 3 01
1 2 3 0 01
11 2 3 0 00
Syl(f,g,x) =
yl(f9,2) 11 2 3 0 00
11 2 0 00
11 0 0
1 0
wobei die freien Eintrdge 0 sind.
e Sei f =222 +3x+1 und g =Tx> 4+ x + 3, dann ist
2 0 70
3 2 17
Syl(f,g,x) =
oo = 2| 5 4
01 0 3
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Proposition 4.17. Seien

f=apr' + ...+ a €kz] mit 1>0,a97#0
g ="box™ + ... + by, € kx| mit m > 0,by # 0.
dann gilt:

i) f und g haben einen gemeinsamen Faktor h € klx] mit degh > 0 genau dann, wenn
Res(f,g,2) = 0.

it) Res(f,g,z) € Z[ao, ...,a1,bo, ..., by, d.h. die Resultante ist ein Polynom in den Variablen
ag, -+, A, bo, ..., by mit Koeffizienten in Z.

Beweis.
i) Folgt aus der Diskussion in der 11. Vorlesung bzgl. System (5).

ii) Bezeichne mit S;; den ij-ten Eintrag von Syl(f, g, z), setzte ¢t := [ + m und berechne die
Determinante (siehe Lineare Algebra I7):

Res(f,g, ) - det(Syl faga Z Slgn Sla Tt Sta(t)
€St

Ein Produkt mit
Faktoren a;, bj, 0

Die Behauptung folgt.

Beispiel 4.18. i) Seien f =222+ 3z + 1 und g = 72> + 2 + 3 Polynome in Q[z], berechne

die Resultante:

2 0170
3 2 17
Res(f, g, x) = det =153 #0
(f,9,2) L3 31 #
0 0 0 3

Daher haben f und g keinen gemeinsamen Faktor in Q|x].

Bemerke: Uber Fis3 hitten sie hingegen einen gemeinsamen Faktor.
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ii) Seien f = xy — 1 und g = 2> + y?> — 4 Polynome in R[z,y|. Dann kénnen f und g als
Polynome tiber den Kiorper R(y) = Quot(R[y]) also als Polynome in R(y)[x] gesehen

werden.
Damit kann die Resultante berechnet werden:

Y 0 1
Res(f,g,x) =det | -1 Yy 0 =y4—4y2+1 ER[y]
0 —1 y>—4

Frage: Gilt Res(f,g,2) € (f.g) NR[y]?
——
IR[z,y]

Proposition 4.19. Seien

f=apx' +..+q € klz] mit 1 > 0,a9 # 0
g =boz™ + ... + by, € klx] mit m > 0,by # 0.
dann existieren A, B € k[x] mit Res(f,g,z) = Af + Bg und

(*) A, B € Zlag, ...,a1,bo, ..., by, d.-h. A und B sind Polynome in den Variablen ay, ..., a;, by, ..., by

mit Koeffizienten in Z.

Beweis.
Fall 1: Res(f,g,z) =0, setze A = B = 0, Fertig.
Fall 2: Res(f,g,z) # 0. Dann sind f und g relativ prim zueinander, also existieren A und B mit
Af+Bg=1 (6)
Schreibe

A=cox™ 4 .+ e € k2] B=dyx!" '+ ... +dj_; € k[z]

Es ergibt sich durch Koeffizientenvergleich Folgendes LGS (vergleiche mit System (5)):

apco + bodg = 0 = Koeflizient von ghtm-1
aico + apci + bidp + body =0 = Koeffizient von gtm—2
(7)
aiCm—_1 + bmdi—1 =1 = Koeffizient von 20

Wobei die Koeffizientenmatrix Syl(f, g, ) ist.
Die Determinante der Koeffizientenmatrix vom LGS (7) ist gleich der Determinante von

Syl(f, g, x) ist - also gleich der Res(f, g, ).

45



Da Res(f,g,z) # 0 hat LGS (7) damit eine Eindeutige Losung.

Nun nutze Cramers-Formel zur Berechnung der Lésung, also der Werte fiir cg, ..., ¢m—1, do, ---

0
1
= — det
7 Res(f,g,7)
0
1

bo
a b1
a
ap
aj bm
aj
aj

bo
b1 bo
: b
: by
b b1
b,

Die Matrix Syl(f, g, ), wobei die erste Spalte
durch (0,0, ...,1)T ersetzt wurde

mit pg € Z[ao, N TN T bm]

Also folgt
o Ein Polynom in Zlao, ..., az, bo, ..., bm] Do
o Res(f.g.7) ~ Res(f.g,0)
Analog folgt
b1 .
i= —PU it p; € Z[ao, -ory a1, b0y oees byn
c Res(f.g.7) mit p; € Zao, ..., ar, bo ]
4q;

di=—_ Y
7 Res(f,g,)

A :=Res(f,g,2)A € Zlay, ...,a;, by, ..., by] und
B :=Res(f,g,2)B € Zlag, ..., a1, b, ..., by], erfiillen A, B also (x), und wegen Gleichung

(6) gilt auch

Af + Bg = Res(f,g,7)

4.2 Resultanten und Fortsetzungssatz

§6 Resultants and Extension Theorem Kapitel 3 im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006.

mit g; € Z[ao, ..., a7, bo, ...,bm]

7dl—1:

Proposition 4.20. Seien f,g € k[x1,...,zy], also auch f,g € k(xa, ...,z )[x1] und sei der Grad

von f und g in x1 jeweils grifler Null (deg f > 0 und deg g > 0 als Polynome in k(z2, ..., zy)[z1] ).

Dann gelten:

i) Res(f,q,z1) € (f,g9) Nk[xa,...,zy] (also fir I := (f,g) gilt Res(f,g,x1) € I1)

it) Res(f,g,z1) =0 genau dann, wenn f und g einen gemeinsamen Faktor h € k|xa, ...
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mit degh >0 (Grad in x1).
Beweis.

i) Aus Proposition 4.17 i) folgt Res(f, g, z1) € klxa, ..., zy].
Aus Proposition 4.19 folgt Res(f,g,x1) € (f,9) < k[za, ..., zy].

ii) Nach Proposition 4.17 i) folgt, dass f und g einen gemeinsamen Faktor h € k(x2, ..., zp)[x1]
haben. Nach dem Lemma von Gauf folgt h € k[za, ..., z,][z1].
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Korollar 4.21. Sei k algebraisch abgeschlossen, f,qg € k[x1,...,x,]. Dann haben f und g eine

gemeinsame Nullstelle in k genau dann, wenn Res(f, g,z) =0. O

Notation: Fir f € k[z1,...,zp] = k[z2, ..., zp][z1] C k(22, ..., zy)[x1] schreiben wir von nun an

deg,, f fiir den Grad von f als Polynom in der Variablen x; iiber den Korper k(zo, ..., z,).

Proposition 4.22. Sei k algebraisch abgeschlossen und f,g € k[x1,...,x,] mit deg,, f=1>0
und deg,, g =m > 0. Sei ¢ := (cg,...,cn) € k"' s0, dass gelten:

i) f(x1,c) € klz1] hat Grad 1 (also ap(c) #0).
it) g(x1,c) € k[z1] hat Grad p € N mit p < m.

Schreibe

f:aozcll+...+al mit ag # 0
g =box" + ... + by, mit by # 0.

wobei f,g € k[xy,...,x,] und ag, ..., a;,bo, ..., by, € k[xa, ..., Tp].
Sei h :=Res(f, g,x1) € k[xa, ..., xy], dann gilt h(c) = ap(c)™ P Res(f(x1, ), g(z1,¢), x1).

Beweis. Berechne

ao(c) bo(c)
ai(c) ap(c) bi(c)  bo(c)
al) b bo(e)
S ap(e) ‘ D bi(e)
() h(e)=det | afc) a1(c) b (c) : bo(c) o
a(c) : bm(c) bi(c)
: : b () :
ai(c) :
bm
N———
m Spalten I Spalten

Wir fithren eine Induktion nach m — p.
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Induktionsanfang: m = p
Das heif3t

f(x1,¢) = ap(c)xh + ... + ai(c) € k[z1] mit ag(c) #0
g(x1,¢) = bo(c)z]" + ... + by (c) € k[z1] mit bo(c) # 0.

Vergleiche die Resultante davon mit h(c) aus (%) und erhalte
h(C) = ReS(f(l'l, C)7g(x17 C)a 131)

wie gewiinscht.

p=m—1:

Also bg(c) = 0 aber bi(c) # 0.

Wir wollen zeigen, dass h(c) = ap(c) Res(f(z1,¢), g(x1,¢),z1).
Betrachte (k)

ao(c) bo(c) =0
ai(c) ao(c) bi(c)  bo(e)=0
ai(c) . : bi(c)  bo(c)=0
: ap(c) : : bi(c)
h(c) =det | a(c) : ay(c) b (c) : : "o bo(e)=0 lzjﬂg}
ai(c) : b () : bi(c)
' : b (c) :
ai(c) :
b
m Spalten I Spalten
und nutze die Kofaktoren-Entwicklung der Determinante (in der ersten Zeile) und erhalte:
ap(c) bi(c) bo(c) =0
ay(e) - : bi(c)  bo(c)=0
: ao(c) : ' bi(c)
h(c) = ap(c) det a(e) bm(c) . bolc) =0 Il+m-—1
a;(c) : b (c) : bi(c) Zeilen
b (c) :
ai(c) :
b
m — 1 Spalten ! Spalten

wie gewiinscht.
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UA: Fiihre den Induktionsschritt durch. O

Satz 4.5 (Fortsetzungssatz - Vgl. §6, Kapitel 3 im Buch).

Sei k algebraisch abgeschlossen. Sei I = (f1, ..., fs) < k[z1,..., Zy).

Betrachte I; und fiir alle ¢ € {1,..., s} interpretiere f; € k[za, ..., x,][z1] mit geeigneten
0 # g; € k[xa, ..., zy], sodass

fi = g1(za, ..., a;n)a:]lvl + Terme mit Grad kleiner N;

mit deg,, (fi) = N; gilt.
Sei ¢ = (e, ...,¢n) € V(I1) eine partielle Losung mit ¢ € V (g1, ..., gs). Dann existiert ein ¢; € k
mit (c1,c2,...,cn) € V(I)

Beweis. Betrachte

o klr1, ..., xn] — k[x1]
f(z1,...,xn) — f(z1,0)

und bemerke: ¢ ist ein Ring-Homomorphismus.
Daher ¢(I) < k[xq].

Da k[z1] ein Hauptidealbereich ist, existiert ein u € k[x;] mit

(x)  A{f@nol|fell=(u)
Nun gilt einer der Félle:

Fall 1: w ist nicht konstant.
Dann existiert ein ¢; € k mit u(c;) =0 (da k algebraisch abgeschlossen ist).
Dann folgt mit (), dass f(x1,¢) =0 fiir alle f € I gilt.
Damit folgt (c1,c) € V(I), wie gewiinscht v’

Fall 2: u=0. Vv

Fall 3: uw=ug € k*.
Es existiert wegen (x) also ein f € I mit f(x1,¢) = 0.
Da ¢ ¢ V(g1,...,9s) existiert ein i € {1, ..., s} mit g;(c) # 0.
Betrachte
h = Res(fi, f,z1) € klxa, ..., zy]

Dann folgt aus Proposition 4.22 angewendet auf f;, f

h(c) = g1(c)*®1/ Res(fi(z1,¢), ug, z1)

N.
=uy " nach

UB 6, Aufgabe 1

20



Also
h(e) = gu(©) " ug" #0
£0 £0
Andererseits folgt aus h € I} (was aus 4.20 folgt), dass h(c) = 0 gilt (weil ¢ € V(I1)). Ein
Widerspruch.
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5 Algebra-Geometrie Lexikon

Siehe Kapitel IV im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006.

I < Ek[xy,...,z,] (algebraisch)
V(I)Ck" (geometrisch)

5.1 Hilbert’s Nullstellensatz (HNS)

§1 Hilbert’s Nullstellensatz im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006.

Wir wissen bereits: Sei V C k" eine affine Varietiit, dann ist I(V') ein Ideal in k[z1, ..., Z,),
also:
Affine Varietét ~» Ideal

Umgekehrt sei I < k[x1,...,zy], also I = (f1, ..., fs) (HBS) und damit ist V(1) C k" eine affine
Varietiét, also:
Ideal ~~ Affine Varietit

1) Was ist die Beziehung zwischen den Varietédten V und V(I(V))?

2) Was ist die Beziehung zwischen den Idealen I und I(V(I))?

Satz 5.1 (Schwacher Nullstellensatz). Sei k algebraisch abgeschlossen und I < k[xq,...,x,] mit
V(I)=0.
Dann gilt I = k[x1, ..., 2p)].

Bemerkung 5.2. Der Schwache Nullstellensatz bedeutet: Sei k algebraisch abgeschlossen und
I={f1,..., fs) Qkl[x1,....,zp]. Wenn I # k[z1,..., 2], dann gilt V(I) # (.

Beweis. Per Induktion nach n € N zeigen wir
VI)=0=1€eI

woraus die Behauptung folgt.
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Induktionsanfang n = 1:

Wiéhle f € k[z1] mit I = (f) (k[x1] ist ein Hauptidealbereich [HIB]).
Dann folgt aus V(I) = () also f ist konstant und ungleich Null (sonst hat f eine
Nullstelle und V(I) ist nicht leer).

Daher f € k* und es folgt 1 € I, also I = k[z1]. v/
Induktionsannahme: Es gelte fir k[zo, ..., ]

Induktionsschritt:

Sei nun I = (f1,..., fs) < k[x1, ..., x,]) mit V(I) = (.
Ohne Einschriankung gilt f1 & k.
Sei

N :=totaldeg f1 € N

wir machen einen linearen Variablen Wechsel, d.h. wir setzen fiir ein gegebenes
Element (ag, ..., a,) € k"

1 = T1 1 =T

To = T + a1 | T2 = T2 — A2T1

Tp = Tp + ApT1 | Tn = Ty — ApT1

Dann kénnen wir f; wie folgt umschreiben:

fl(azl, ,xn) = fl(.fl, To + GQ.fl, ceey Ty + ana:])
= fl(«fla---w’fn)
UA ~ N .
= clag,...,a,) 21" + Terme mit deg, <N
—_———

c€k[za,...,xn]ist ein
ungleich Null Polynom

D.h. wir betrachten & := T'(z) wobei z = (21, ...,2y) und T: k™ — k™ ist definiert
durch

T(Sl?l) =T

T(z2) = 2 — agxy

T(zp) = Tp — anxy
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Also T geschrieben als Matrix

1 —a2 —az ... —Qp
1 0 0
1

ist Invertierbar.
Also T € L(k", k™) invertierbar.

Damit induziert T einen Ring-Homomorphismus

o kX, ey ) = [T, 2] = KX, )]

frsfol =:f
Und es gilt das Kommutative Diagramm:

klx1, ..., zp] k[21, ..., 2]

—
Evaluieren | O | Evaluieren

kn PN kn

Wiihle (ag, ..., a,) € k"1 so, dass c(ag, ..., a,) € kX (das geht weil k algebraisch abge-
schlossen und damit unendlich ist).
Sei I ={f|fel}<k[s,.., 4] und V(I) = 0.
Wir zeigen nun: 1 € 1.
Da
fl(afl, vy T ) = ¢(ag, woyan) 21 4+ Terme mit deg,, <N

N

ekXx

konnen wir Korollar 4.11 - ein Korollar vom Fortsetzungssatz - anwenden und bekom-

men

Mit der Induktionsannahme folgt nun 1 € I; C I, damit auch 1 € 1.

Satz 5.3 (Hilberts Nullstellensatz (HNSS)). Sei k algebraisch abgeschlossen und f € I(V(f1,..., fs)).
Dann existiert ein m € N mit f™ € (f1,..., fs)-

Bemerkung 5.4. Hilberts Nullstellensatz impliziert den Schwachen Nullstellensatz:
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Sei I = (f1,....fs) mit V(I) =0, dann gilt sofort 1 € I(V(I)) und mit HNSS also 1™ € I
(fiir ein geeignetes m € N). Das bedeutet 1 € 1. J

Nun zeigen wir auch die andere Richtung und beweisen HNSS.

Beweis. Ohne Einschrinkung f # 0.
Betrachte

f = <f17"'7f571 _yf> S] k[xla"‘uxnvy]

Bew.: Sei (a1, ..., an, ani1) € k"L

Fall 1: (ai1,...,an) € V(f1,..., fs) und damit
flai,...,an) =0

und 1 — a1 f(a1, ..., an) =1 #0, also (a1, ..., an, any1) € V(I).

Fall 2: fi(ai,...,an) # 0 fiir ein ¢ € {1, ..., s}. Dann gilt

fi(al, ...,an,anH) = fi(al, ...,an) 75 0
also wieder (ai, ..., an, any1) € V(I). R

Nun folgt aus dem Schwachen Nullstellensatz 1 € I also
S

1= p fir o A-uh)

i=1 €k[z1,...,Tn,Y] €k[x1,.-sTn,Y]

Setze y = % (nun sind wir im Quotientenkérper) und erhalte

- 1
1= Zpi(l'l, ceey Ly ?)fz
=1

Wihle m so grof}, dass diese Gleichung multipliziert mit f”* nicht mehr im Quotientenkorper ist,

d.h alle Nenner (nur Potenzen von f stehen im Nenner) werden zu 1 gekiirzt. O
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Sei k Korper.

Definition 5.5 (Erinnerung). Sei I < k[zy,...,zy].
i) I ist radikal, wenn aus f™ € I (fir ein geeignetes m € N) schon f € I folgt.

i4) Das Radikalideal von I wird bezeichnet durch /T und ist definiert als

VI :={f €klay,....,xn] | IMmeN: f* €I}

Bemerkung 5.6. Es gilt fir I < k[zq,...,2,)
o VI <klxy,...,x,] (also VT ist ein Ideal).
o I CI und VI =T (sieche Ubungsblatt 2).

e I ist radikal genau dann, wenn I = /1.

o Sei J < klxy,...,x,] mit I C J, dann folgt VT C/J.

Lemma 5.7. Sei V C k" eine affine Varietit, dann ist I(V') radikal.

Beweis. Sei f™ € I(V) fur ein geeignetes m € N und z € V, dann ist f"(x) =0 = (f(x))™,
also f(x) =0 und damit f € I(V). O

Satz 5.8 (Hilberts Nullstellensatz - starke Version).
Sei k algebraisch abgeschlossen und I < k[x1,...,x,]. Dann gilt

(V) =VI

Beweis. Wir haben I C I(V(I)) (siche Bemerkung 2.15) also VI C /I(V(I)) La7 I(V(I)).
Umgekehrt sei f € I(V(I)), dann folgt f € /T aus Hilberts Nullstellensatz 5.3. O

Satz 5.9 (Ideal-Varietdt-Korrespondenz).
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i) Die Abbildungen
Affine Varietdten L Ideale

und
Ideale % Affine Varietdten

sind Inklusionsumkehrend (Kontavariant).

D.h.
wenn Iy C Iy dann V(I1) D V(Ia),

und

wenn Vi C Vo dann I(Vy) 2 I(V3).

it) a) Fir eine Varietdt V gilt immer

Es folgt: Die Abbildung I ist immer injektiv.

b) Fiir ein Ideal I gilt immer

(Es folgt: Die Abbildung V ist nicht injektiv.)

i11) Sei k algebraisch abgeschlossen und betrachte die restringierten Abbildungen

Affine Varietdten Y Radikalideale

und
Radikalideale Affine Varietdten

Dann sind I und V' bijektiv und zueinander invers.
Beweis.
i) Proposition 2.17 + UA.

ii) a) Wir priifen ().
Sei x € V. Fiir f € I(V) folgt per Definition f(x) = 0.
Damit x € V(I(V)).
Also V C V(I(V)).
Umgekehrt sei V- = V({f1,..., fs)), dann fi, ..., fs € I(V).
Also (f1,..., fs) CI(V). Es folgt aus i), dass

VI(V)) CV({fi,.. fs)) =V
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b) Wir priifen zunichst V(I) € V(v/T).
Sei z € V(I) und f™ € I, dann f™(z) = 0 = (f(x))™, also f(z) = 0 und = € V(\/I).
Umgekehrt priifen wir V(I) D V().
Es gilt I € +/T und damit nach i) schon V(I) 2 V(\/I).

iii) I ist wohldefiniert weil I(V') immer ein Radikalideal ist (siche Lemma 5.7).
Wir haben schon bewiesen V(I(V)) = V.
Wir miissen nur noch priifen, dass fiir ein Radikalideal I schon I(V(I)) = I gilt. Das folgt

aus dem Starken Nullstellensatz 5.8.

5.2 Idealsumme, Produkt und Durchschnitt

Vergleiche mit Kapitel 4, §3 im Buch.

Sei k ein Korper.

Seien im folgenden I, J < k[z1, ..., z,] Ideale so, dass I = (fi,..., fs) und J = (g1, ..., g¢).

Proposition 5.10 (Erinnerung). Es gilt

I+J= <f1a -'-afsagla "'agt>

Satz 5.11 (Idealsumme). Es gilt
V(I+J)=V({I)NV(J)

Beweis. Siehe Proposition 2.4 (INJ =V (f1,..., fs; g1, -, 9t))- O

Proposition 5.12 (Erinnerung). Es gilt

IJ=({figi | 1<i<s,1<j<t})

Satz 5.13 (Idealprodukt). Es gilt
V(I.J) = V() UV(J)

Beweis. Siehe Proposition 2.4 (I1UJ =V ({fig; |1 <i<s,1 <5 <t})). O
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Proposition 5.14 (Erinnerung). Es gilt

INJ <E[xy,...,xs] (also INJ ist ein Ideal).

Satz 5.15 (Idealdurchschnitt). Es gilt
V(I NJ)=V(I)UV(J)

5.3 Zariskiabschluss

Vergleiche mit Kapitel 4, §4 im Buch.

Sei k ein Korper.

Definition 5.16. Sei S C k™ eine Untermenge.
Setze I(S) ={f € k[z1,...,zp] | Ya € S: f(a) = 0}.

Proposition 5.17. Sei S C k", dann ist I(S) ein Radialideal und V (I(S)) ist die kleinste affine
Varietdt in K™ die S enthdlt.
(D.h. wenn W C k™ eine affine Varietit mit S C W ist, dann folgt V(I(S)) C W ).

Beweis. Sei W D S eine affine Varietét. Dann gilt I(W) C I(S) und es folgt V(I(1W)) D V(I(S)).
Aber V(I(W)) = W (folgt aus Satz 5.9). O

Definition 5.18. i) Sei S C k™. Der Zariski-Abschluss von S bezeichnet durch S ist die
kleinste affine Varietit die S enthdlt. D.h S = V(I(S)).

it) Sei S C k™, V eine affine Varietit in k™ mit S C V. S ist Zariskidicht in V' genau dann,

wenn V =8S.

Lemma 5.19. Seien S, T C k™. Es gelten:
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Erinnerung: Esist 7;: k" — k"~ die Projektionsabbildung auf die letzten n — I Koordinaten.

Satz 5.20. Sei k algebraisch abgeschlossen und V=V (f1,..., fs) C k™ eine affine Varietit und

I; das l’te Eliminationsideal. Dann gilt

m(V) = V() d.h. m (V') ist Zariskidicht in 'V (I;)

Beweis.

,C“ Wir miissen zeigen, dass
in Lemma 4.8 hatten wir

m(V) € V(h)

Aus Satz 5.9 i) und ii) folgt nun schon

V(I(m(V))) € V(L)

D¢ Sei f € I(m(V)). Das heifit f(aj41,...,an) = 0 fiir alle (aj41, ..., an) € m(V).
Also gilt auch f(a1,...,a,) = 0 fir alle (ai,...,a,) € V.

Hilberts Nullstellensatz impliziert nun
Y€ (fiy s £)
fiir ein geeignetes N € N. Dann folgt
N e fo) NE[mg1, oy ] = 1

und damit f € /I, also
I(m(V) SV

Anwenden von V auf beiden Seiten liefert (wegen Satz 5.9)

VA(m(V)) 2 V(VT)

und Satz 5.9 ii) liefert die Behauptung.
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O]

Wir wollen nun Quotientenideale und das Verhalten der Abbildung V diesbeziiglich studieren.

Erinnerung: Seien I, J < k[z1,...,2,]. Der Idealquotient (I: J) ist wie folgend definiert:

(I:J):={f€klxr,...,xn) | Vg J: fgel}={f€klx,...,xy] | VfJ C I}

Proposition 5.21. Seien I,J < k[x1,...,x,]. Dann gilt
i) (I:J) <k[zy,..., 0]
i) I C(I:J)
Beweis.
i) UA
ii) Sei f € I, da I ein Ideal ist folgt fg € I fiir alle g € k[z1,...,x,] also auch fiir alle g € J.

O]

Satz 5.22. Sei k ein Kiorper und I,J < k[xq,...,x,]. Dann gelten
i) V(I: J) 2 V(I)\V(J)

it) Wenn k algebraisch abgeschlossen ist und I radikal, dann gilt die Gleichheit also
V({I:J)=V({I)\V(J)

Beweis.
i) Um die Behauptung zu zeigen reicht es
(I: J) CKV(I)\ V()
zu zeigen (und dann V auf beiden Seiten anzuwenden).
Alsosei fe (I:J)und x € V(I)\ V(J). Zu Zeigen ist: f(z) = 0.
Dann gilt fiir alle g € J schon fg € I also

f(x)g(x) =0

Aber x ¢ V(J) und damit existiert ein g € J mit g(x) # 0, also folgt f(x) = 0.
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ii) Wir zeigen
V(I:J) VIV \ V()

und damit die Behauptung.
Alsoseiz € V(I: J)und h € I(V(I) \ V(J)). Zu zeigen: h(z) = 0.
Wenn g € J gilt, dann verschwindet hg auf V(I) weil

e h verschwindet auf V(I)\ V(J)
e g verschwindet auf V(.J)

Es folgt nun aus Hilberts Nullstellensatz, dass

hge\ﬁ

da /I = I nach Voraussetzung gilt folgt also hg € I fiir alle g € J und damit h € (I: .J).
Aus der Wahl von z folgt nun h(x) = 0.

Korollar 5.23. Seien V,W affine Varietiten. Dann gilt
I(V): (W) =TL(VAW)

Beweis.

»,C* Im Beweis von Satz 5.22 i) haben wir gezeigt
(I:J) SI(VI)\V(J))
Setze I :=I(V) und J := I(W). Dann bekommen wir

(I(V): I(W)) C I(VA(V) \ VI(W))) = LV A\ W)

2 2% Sei f e (V \ W). Zu zeigen: f € (I(V): I(W)).
Also zu zeigen: Fiir alle g € I(W) gilt fg € I(V).
Sei x € V, zu zeigen: (fg)(x) =0 fir g € I(W).
Das folgt da: Fiir z € V\ W gilt f(z) =0, und fiir z € W gilt g(x) = 0.

5.4 Irreduzible Varietiten und Primideale

Vergleiche Kapitel 4, §5 im Buch.

Sei k ein Korper.
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Definition 5.24. FEine affine Varietit V- C k™ heifst irreduzibel falls gilt:

Wenn V =V, UV, fiir affine Varietiten Vi, Vo C k™ dann V =V oder V = V5.

Proposition 5.25. Sei V' C k" eine affine Varietdt. Dann ist V' irreduzibel genau dann, wenn
I(V') ein Primideal ist.

Beweis.

= Seien f,g € k[x1,...,zy] mit fg € I(V).
Setze V1 :=V NV(f) und V5 :=V NV(g).
Dann sind Vi, V5 affine Varietdten und weil fg € I(V) gilt

V=Vnul,

Da V irreduzibel ist gilt V = Vj oder V = V5. Also entweder verschwindet f auf V' also
feXI(V) oder
es verschwindet g auf V also g € I(V).

,<=“ Sei V =V, UV, wobei Vq, Vs affine Varietéiten sind.
Betrachte den Fall V' # V; (sonst sind wir fertig).
Wir zeigen: V' = V5 indem wir zeigen I(V') = I(Va) (I ist injektiv, Satz 5.9).

»C“ Bemerke V5 C V und damit I(V) C I(V5).

»2“ Sei also f € I(V2), zu zeigen f € I(V).
Bemerke: Es gilt I(V) C I(V1) (analog zu ,,C“). Falls auch gilt I(V)) D I(V1) folgt
also aus I(V1) = I(V) schon V' = V; (entgegen unserer Annahme). Also betrachte den
Fall I(V)) C I(V1). Sei g € I(V1) \ I(V).
Da V = V; UV, gilt, verschwindet fg auf V.
Es folgt fg € I(V) und da I(V) prim ist und g € I(V) folgt f € I(V).

Korollar 5.26. Sei k algebraisch abgeschlossen. Dann definieren die Abbildungen I und V eine

bijektive Korrespondenz zwischen irreduziblen Varietdten und Primidealen.

Beweis. Folgt zusammen mit Satz 5.9) iii) da Primideale auch Radikalideale sind. O
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Definition 5.27. Seien V C k™ und W C k™ affine Varietdten und sei
g VW

eine Abbildung. @ ist eine polynomiale Abbildung (oder regulire Abbildung) genau dann, wenn

es f1, .oy fn € kX1, ..., ] gibt mit

F(a1y ey am) = (f1(a1, oy @m)ys ooy (@i, ooy am))

fiir (a1, ...,am) € V.

Definition 5.28. Sei V C k™ eine affine Varietdt. Fine Polynomiale Parametrisierung von V

ist eine polynomiale Abbildung

F: k™ — k" Fiir geeignetes m € N

mit V = F(k™).

Fakt: Eine affine Varietét W ist der Zariskiabschluss von einer Menge S genau dann, wenn
(W) =1(9).

Beweis.

»= S C W impliziert I(S) D I(W).
Umgekehrt sei f € I(S) und € W, also x € V(I(5)) (siehe Definition 5.18) und damit
F) = 0.

<= Es gilt I(W) =1I(Y), anwenden von V auf beiden Seiten ergibt V(I(W) = V(I(S)).

——
=W

Proposition 5.29. Sei k ein unendilcher Korper und V- C k™ eine affine Varietdt mit polyno-

mialer Parametrisierung F = (f1,..., fn). Dann ist V eine irreduzible Varietit.

Beweis. Sei F durch fi, ..., fn, € k[t1,...,tm] gegeben und g € k[xy, ..., 2]
Dann ist go F' = g(fi, ..., fn) ein Polynom in k[t1, ..., ,,].
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Wir wollen zeigen, dass I(V') = I(F (k™)) ein Primideal ist, denn damit ist V' nach Proposition
5.25 eine irreduzible Varietét.
Sei S := F(k™), es ist I(V) = I(S) (wegen dem oben genannten Fakt).

Behauptung: I(S)={g € k[z1,...,x,) | go F =0}

Beweis: Sei g € I(S), also per Definition g(aq, ...,a,) = 0 fiir alle (a1, ...,a,) € S.
Damit gilt g(f1(t1,...stm), e, frn(t1, -y t)) = 0 fir alle (¢, ..., t) € k™.
Da k unendlich ist folgt nun go F = 0.
UA: Es folgt aus g o F' = 0 bereits g € 1(5).

Also I(V) =I(S) = {g € k[z1,...,zn] | go F = 0}.
Sei gh € I(V'), dann ist (gh)o F R (9o F)(hoF) =0 und damit go F' =0 oder ho F' = 0. Also
h € I(V) oder g € I(V). O

Definition 5.30. Sei V C k" eine affine Varietdt. Fine rationale Parametrisierung von V ist

eine rationale Abbildung

F: (k™ \ W) — k"

50, dass fi, ..., frnyG1s-ees Gn € k[t1, ..., ty] existieren mit

i) Pt bn) = (Sl Soflistod) und W = V(giga...g0).

i) V =Fkm \ W)

Proposition 5.31. Sei k ein unendlicher Korper und V. C k™ eine affine Varietit mit rationaler

Parametrisierung F' = <§—1, s g—z) Dann ist V eine irreduzible Varietdt.

Beweis. Wir wollen zeigen, dass I(V') ein Primideal ist (denn damit ist V' nach Proposition 5.25

eine irreduzible Varietit).

UA 1: Sei h € k[z1, ..., 2] mit totaldegh = N, dann ist (g1g2...9n)"N (ho F) € k[t1, ..., tm).

UA 2: Sei h € k[z1, ..., ) und (t1, ..., t,) € K™\ W, dann gilt (da k unendlich ist) fiir (¢y, ..., ) €
Em\ W: (g1g2.--gn)N (h o F)(t1, ..., t,,) = 0 genau dann, wenn (h o F)(t1,...,t,) = 0.

UA 1, UA 2 und Aufgabe 8.3 aus den Ubungen ergeben zusammen
(V) = {h € k[z1,...,xn] | (9192...90) " 8" (h o F) = 0}

Es bleibt zu zeigen: I(V') ist ein Primideal.
Seien p,q € I(V), setzte M := totaldeg p und N := total deggq.
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Es gilt also
((9192--9)" ") ((pg) 0 F) = 0

damit also
(9192---92) (p o F))(g192---90) " (g0 F)) = 0

und damit (g1g2...9n)™ (poF)) = 0 oder (g192...g9n)" (qo F)) = 0 also p € I(V) oder ¢ € I(V). O

Proposition 5.32 (Analogon fiir maximale Ideale). Sei k algebraisch abgeschlossen und I <
k‘[l‘l, ceny l‘n}
Wenn I maximal ist, dann hat V(I) genau einen Punkt. Wenn I radikal ist, dann gilt die

Umkehrung auch.

Beweis. Sei k algebraisch abgeschlossen und I < k[x1, ..., ;]| ein Maximalideal. Dann gibt es
nach UA 8.2 (ay,...,a,) € k™ mit I = (x; — ay, ..., z, — a,) und damit V(I) = {(ay, ..., a,)}.

Sei nun I radikal und sei V(I) = (a1,...,ay). Sei nun J = (x1 — a1, ...,%, — ay). Dies ist
radikal. Dann ist V(I) € V(J) und daher I = /I =1(V(I)) 2 I(V(J)) = J und, da J maximal
ist, gilt I = J. 0

5.5 Zerlegung von Varietéten als Vereinigung von irreduziblen

Vergleiche Kapitel 4, §6 im Buch.

Definition 5.33 (DCC). Sei Vi O Vo D ... eine inklusionsabsteigende Folge von affine Va-

rietdten.

Dann gibt es ein N € N mit Vy = V41 = ...

Beweis. Betrachte I(V1) C I(V2) C ... und nutze, dass k[z1, ..., z,] noethersch ist. O

Satz 5.34. Sei V C k" eine affine Varietit, dann gibt es irreduzible Varietdten V1, ..., V,, mit
V=WVu..uV,

Beweis. Angenommen die Behauptung gilt nicht fir V.

Dann ist V nicht irreduzibel.

Also existieren affine Varietéten Vi, VY CV mit V =V; U V.

Da die Behauptung nicht fiir V' gilt, gilt sie OE auch nicht fiir V4 (Falls die Behauptung fiir V3
und VY gleichzeitig gilt, dann gilt sie auch fiir V). Dann ist V; nicht irreduzibel.

Also existieren affine Varietiten Vo, Vy C Vi mit Vi = Vo U V)

So finden wir eine strikte inkusionsabsteigende Folge V' 2 V; D V4..., ein Widerspruch. O
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Definition 5.35. Sei V' eine affine Varietit. Fine Zerlegung
V=1u..uV, wobet V1, ..., Vi, irreduzible Varietdten

heifit minimale Zerlegung, wenn V; € V; fir alle © # j gilt.

Satz 5.36. Sei V' eine affine Varietit, dann existiert eine eindeutige minimale Zerlegung

(eindeutig bis auf die Nummerierung).

Beweis. UA: Es existiert eine minimale Zerlegung.

Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit.

Seien V=V; U...UV;, und V = V/ U ... UV, minimale Zerlegungen.
Es gilt V; NV =1V also

Vi=V,in(ViUu..UVy) =V;inV)Hu..uV;inV))

und da V; irreduzibel ist also V; = V; N Vj’ fiir ein geeignetes j.
Also
v,V

Analog argumentieren wir mit Vj’ und erhalten
ViV,

fiir ein geeignetes k.
Also V; C V/ C Vj, und per Minimalitit folgt V; = V) =V} O
Satz 5.37. Sei k algebraisch abgeschlossen und I ein Radikalideal. Dann hat I eine (bis auf
Umnummerierung) eindeutige Darstellung

I=PN...0Py,
mit Primidealen Py, ..., Py, mit P; € P; firi # j.

Beweis. Da I radikal ist und k algebraisch abgeschlossen existiert eine affine Varietéit V' mit

I=1I(V).
Sei V = V1 U...UV,, eine minimale Zerlegung von V', also insbesondere V71, ..., V;,, sind irreduzibel.
Dann folgt I(V) = I(V1) N...NI(V,,) und I(V3), ..., I(V;,) sind Primideale. O
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6 Polynomielle und rationale Abbildungen auf affinen Varietéiten

Siehe Kapitel 5 im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006.

6.1 Polynomielle Abbildungen

Motivation: Wir haben bereits polynomielle Abbildungen der Form

fi vV — W
N N
km kn

untersucht. Nun wollen wir den Sonderfall W = k tiefer studieren.

Definition 6.1. In diesem Fall heifit die polynomielle Abbildung
¢o: V. — k

eine skalare polynomielle Abbildung. D. h., es gibt ein Polynom p € k[z1,...,xy,], mit

d(at, ... an) =play,...,ay), fir alle (a1,...,a,) € V.

Beispiel 6.2. Wenn wir in Definition 6.1 p := x; setzen, dann heifst ¢ i-te Koordinatenfunktion,

fir allei=1,...,m.

Definition 6.3. Wir bezeichnen mit k[V] die Menge aller skalaren polynomiellen Abbildungen
¢:V = k.

Wir versehen k[V] mit punktweisen Verkniipfungen.:

(¢ +¥)(a) =od(a)+vY(a)
(oY)(a) = d(a)Y(a)

fir alle a = (ay,...,any) € V. Mit diesen Operationen ist k[V] ein kommutativer Ring mit Eins.
Eigentlich ist k[V] eine k-Algebra (UA).
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Wir nennen k[V| den Koordinatenring von V.

Wir wollen nun k[V] n#her untersuchen. Dafiir werden die Homomorphiesétze aus der

Algebra I eine wichtige Rolle spielen.

Proposition 6.4. Seien k ein Korper und V C k™ eine affine Varietdt. Die Abbildung

klxi,...,zn] — E[V]
p: V. — Kk
P —> skalare polynomielle Abbildung
a — pla)

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit Kern I(V'). Insbesondere gilt
ElV] ~ k[z,...,25]/I(V).

Dariiber hinaus gelten folgende Aussagen:

o k[V] ist durch die Restklassen x;+I1(V'), i =1,...,m der Koordinatenfunktionen beziglich
des Ideals I(V') erzeugt.

o k[V] ist genau dann integer, wenn V eine irreduzible Varietdt ist. O

Erinnerung: (Satz 5.9, Theorem 7 auf Seite 177 im Buch) Sei k algebraisch abgeschlossen.
Dann sind die Abbildungen

{Affine Varietéten in k"} LI {Radikalideale in k[z1,...,z,]}

und
{Radikalideale in k[z1,...,2z,]|} v, {Affine Varietiten in k"}

kontravariant, bijektiv und zueinander invers.

Nun wollen wir dieses Resultat verallgemeinern, indem wir & durch eine allgemeine affine
Varietdt V' C k™ und k[z1,...,z,] durch k[V] ersetzen.

Erinnerung aus der B3: Sei I < k[xy,...,x,] fest. Es gibt eine bijektive Korrespondenz

(2} — s

J — J/1.
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Proposition 6.5 (Prop. 10, Seite 226 im Buch). Seien k ein Kérper und V- C k™ eine affine

Varietdit. Es gibt eine bijektive Korrespondenz

Jﬁlk[ml,...,xn] ~
{ mit I(V) < J } — {72V}

J — J=J/I(V).

Darunter werden radikale (bzw. maximale) Ideale auf radikale (bzw. mazimale) Ideale abgebildet.

Satz 6.6 (Theorem 5 auf Seite 240 im Buch). Seien k ein algebraisch abgeschlossener Korper
und V. C k™ eine affine Varietdt. Die folgende zwei Abbildungen sind inklusionsumkehrend,

bijektiv und zueinander invers.

WCcVv ~.

Vy

Affine Untervarietiten | — s
I <Kk[V]

Radikalideale
(i) ’

wobei Ty (W) = L(W)/I(V), und, gegeben J < k[V], wihle ein geeignetes J < klz, ...,y
mit J = J/I(V). Dies existiert nach Proposition 6.5 und hat die Eigenschaft I(V) < .J. Setze
Vv (J):=V(J). u

Zusatz: Unter der Korrespondenz (8) werden Punkte in V' auf maximale Ideale in k[V'] abgebildet.

Beweis. Sei I(V)<dJ<k[xy,...,x,] so, dass J/I(V) maximal in k[V] ist. Dann ist J<k[xy, ..., 2]
maximal und daher radikal. Also ist V(J) ein Punkt (aq,...,a,) € k™. Aber nach der Kontrava-
rianz von Vy ist (a1,...,a,) =V (J) € V.

Sei umgekehrt (ai,...,a,) € V. Dann ist (x — aq,...,z — a,) =: J maximal mit I(V') < J
(Kontravarianz). Daher ist J/I(V) maximal in k[V]. O
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Kapitel 5, Abschnitt 3 im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006

Bemerkung 6.7. Im Buch wird oft von “Ring homomorphism that is the identity on the
constant functions k € k[V]” geredet. Wir reden hier von Homomorphismen von k-Algebren.
Diese sind notwendigerweise die Identitdt auf k. In der Tat

seien A, B zwei k-Algebren. Dann gelten

cly =cundclp =c fir alle c € k. (#)
Sei nun ®: A — B ein Homomorphismus von k-Algebren. Dann ist ® ein Ringhomomorphismus

und ein Homomorphismus von k- Vektorrdumen. Es folgt also

®(c) = (cla) [(#)]
=c®(1,) [Linearitdt|

=clp [Ringhomomorphismus]

=c [(#)]

Proposition 6.8 (Ch.5, §4, Proposition 8). Sei k ein Kdrper und seien V-C k™, W C k™ affine

Varietdten.

(i) Sei a: V. — W eine polynomielle Abbildung. Dann ist die Abbildung

a*: kW] —  k[V]
¢ — Qo

ein Homomorphismus von k-Algebren.

(i1) Sei umgekehrt f: k[W] — k[V] ein Homomorphismus von k-Algebren. Dann ezistiert eine
eindeutige polynomielle Abbildung o: V- — W mit o* = f.

Bevor wir die Proposition beweisen, erkliren wir sie anhand von Diagrammen:

Die Abbildung o ist durch folgendes kommutatives Diagramm definiert:

V=W
N

N
a* \\l(j}
k
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Um dies mit Nebenklassen zu erkldren, sei p € k[y1, ..., yn). Dann ist
a*(p+I(W))=(p+IW))oa=(poa)+IV) (9)

und wir haben folgendes Diagramm von Koordinatenringen

kW] = k[V] f%qﬁa
Kyt -yl JIOW) =2 K[z1, ... 2] /T(V) p+IW) = (poa) +1(V)

wobei vy (bzw. ty) der Isomorphismus vom Koordinatenring mit dem Quotientenring ist

(Vergleich Prop. 6.4). Nun beweisen wir die Proposition.

Beweis von Proposition 6.8. (i) Da « eine polynomielle Abbildung ist, existieren aq,...,a, €

klxi,..., o] mit
a(x1,. . my) = (a1(z1, oy Tm)y e e oy A (T2, ooy ).
Sei nun ¢: W — k und sei p € k[y1,...,yn] so, dass ¢ = p + I(W). Es gilt dann
poa(ry,...,xm) =plar(z1, -, Tm)s s an(T1, ..., 2y)) + (V)

und somit ist die Abbildung wohldefiniert.

Weiter ist a* ein Homomorphismums von k-Algebren (UA). Dies zeigt (i).

(ii) Sei f: k[W] — E[V] ein Homomorphismus von k-Algebren. Betrachte die Elemente

Fapr +IW)), o, f(yn +I(W)) € Kz, ..., 2] /L(V).

Es gibt Polynome ay,...,a, € k[x1,..., 2] mit f(y; + I(W)) = a; + I(V) fiir alle i =
1,...,n. Setze

a:=(a,...,an)

Nach Definition ist « eine polynomielle Abbildung. Wir miissen noch zeigen

(a) a(V) CW;
(b) o™ =f;
(¢) « ist eindeutig bestimmt.
Zunichst bemerken wir, dass fiir alle p € k[y1,. .., yn]
flo+IW)) = (poa)+L(V) = (p+I(W))oa (10)
gilt.

72



Beweis von (a). Aus V(I(W)) =W folgt W ={z € k™ | p(2) =0, Vp € I(W)}. Um zu zeigen,
dass z € W gilt, geniigt also zu zeigen, dass fiir alle p € I(W) schon p(z) = 0 gilt.

Sei also (c1,...,¢n) € V und sei p € I(W) beliebig. Wir wollen zeigen, dass p(a(ci,...,cm)) =0
gilt. Da p € I(W) ist, ist p+ I(W) = 0 in k[W]. Da f ein Homomorphismus von k-Algebren ist,
haben wir 0 = f(p+I(W)) =poa+1I(V). Also poa € I(V) = poa(ei,...,cn) = 0. Somit ist
plalel, ..., cn)) =0 fir alle p € (W), d.h., alcy,...,cn) € W, wie gewiinscht. Ota)

Beweis von (b). Nach Definition von a* gilt
a’(p+IW)) =poa+I(V) = flp+1(V)).

)

Beweis von (c). Sei B: V' — W eine weitere polynomielle Abbildung mit 8* = f. Da (8 polynomiell

ist, existieren Polynome by,...,b, € k[z1, ..., x| mit

B(x1, ..y xm) = (b1(T1, -y Tm),y oo (T, -+ oy T)).
Berechne fiir allei =1,...,n
[y +I(W)) = B*(yi + L(W))

=i +I(W))op
=b; +1(V)

und dhnlich
flyi + (W) = o™ (y; + L(W))

— G+ 1) oa
=a; + I(V)

Daraus folgt
a; +IV)=b+LV), Vi=1,...,n

D.h., a; — b; € I(V) und somit a; = b; auf V. Daraus folgt, dass a = § auf V gilt. [, O

Bemerkung 6.9. (o) Idy: V — V ist eine polynomiale Abbildung.

(i) Fiir polynomielle Abbildungen ~y,d gilt v = 0 = v* = §*; Proposition 6.8 zeigt, dass die
Umkehrung auch gilt.

(ii) Seien Vi,Va, Vs affine Varietiten und o: Vi — Va, B: Vo — V3 polynomielle Abbildungen.
Dann gilt (5o a)* = a* o 5*.
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Definition 6.10 (Ch.5 §4 Def. 3). Sei k ein Korper und seien V- C k™ und W C k™ affine
Varietiten. Wir sagen, dass V und W zueinander isomorph sind, falls polynomielle Abbildungen
a: V=W und B: W — V existieren, mit ao 8 =Idw und foa = Idy.

Satz 6.11 (Ch. 5 §4 Theorem 9). Sei k ein Kéorper und seien V. C k™ und W C k™ affine
Varietiten. V und W sind genau dann als affine Varietiten isomorph, wenn k[V| und k[W] als
k-Algebren isomorph sind:

V2 W <= k[V] ~ k[W].

Beweis. (=) Seien a: V.— W und : W — V polynomielle Abbildungen, mit a0 8 = Idy und
B oa = Idy. Dann gilt
f*oa” = (aof)" = (Idw)* = Idymw,

und &hnlich a* o 8* = Idj . So sind o und 8* (zueinander inverse) Isomorphismen zwischen
E[V] und kE[W], also k[V] ~ k[W].

(<) Bemerke zunichst, dass Idyy eine polynomielle Abbildung ist, die Idy, (¢) = ¢ fiir alle ¢ €
k[W] erfiillt. Sei nun f: k[W] — k[V] ein Isomorphismus von k-Algebren. Dann ist f~1: k[V] —
k[W] auch ein Isomorphismus von k-Algebren. Proposition 6.8(ii) liefert eindeutige ac: V- — W
und f: W — V mit f = a* und f~' = #*. Wir wollen jetzt zeigen, dass a = ~!. Es gelten

(a0 B) =B*oa* = o f=Idym

und

(Boa)" =a*of* = fof ! =Tdyy

Aus der Eindeutigkeit von a (bzw. 3) folgt, dass a = 37! (bzw. 8 = a~!) gelten muss. O
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Kapitel 5, Abschnitt 3 im Buch von Cox, Little und O’Shea 2006

7 Algorithmisches Rechnen in k[x;,...,x,]|/I

Erinnerung: die folgende beide Resultaten {iber Grobnerbasen wurden in der 7. Vorlesung

gezeigt,.

Proposition 7.1 (Prop. 3.32, oder Ch.2, §6, Prop. 1 im Buch). Sei {0} # I < k[z1,...,x,] und
G ={g1,...,qt} eine Grobnerbasis von I. Sei 0 # f € k[x1, ..., x|, dann existiert ein eindeutiger

Rest r € k[xy, ..., xy,] mit den folgenden Eigenschaften:
i) Kein Term von r ist teilbar durch LT(g;) (fir allei=1,...,t)
it) f =g+ fir ein geeignetes g € I

Das heifst r ist der eindeutige Rest im Divisionsalgorithmus von f durch (g1, ..., gt). O

Korollar 7.2 (Kor. 3.33 oder Ch. 2, §6, Cor. 2 im Buch). Sei G = {g1,...,g:} eine Grobnerbasis
von I und 0 # f € k[zq,...,zp].
Dann gilt f € I gdw. der Rest von f im Divisionsalgorithmus durch G gleich Null ist.

Gleiche Aussage in dquivalenten Notationen:

fS=0e f=0 (modI)
< [f]=0
s f=0.

Proposition 7.3 (Ch. 5, §3, Prop 1). Seien > eine monomiale Anordnung auf klz1,. .., zy]
und I Qklxy,...,x,). Betrachte den k-Vektorraum S = Span,{z® | z* ¢ (LT(I))}. Dann

(i) Fir alle f € k[x1,...,z,] existiert ein eindeutiges v € S so, dass f =r (mod I);

(ii) die Menge {z* | z* ¢ (LT (1))} ist k-linear unabhingig (mod I).
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Beweis. (i) Sei G eine Grobnerbasis fiir I und setze 7 := f&. Proposition 3.32 impliziert, dass
f—rel

(ii) Seien cq € kX so, dass Y cqx® = 0 (mod I). Dann ist Y ¢, € I. Nach Definition von
Leittermideal gilt dann LT (3 c,) € LT(). Nun LT (3 cq) = cya” fiir ein gewisses v mit
¢y # 0. Aber z7 ¢ LT(I). Widerspruch.

O

Erinnerung: in UB 3 wurden folgende Identititen gezeigt (Ch.2, §6, Exercise 12). Seien
frg € klz1,...,xn], I <k[z1,...,2,) und G eine Grobnerbasis fiir I. Sei, weiter, S = Span;{z® |
x* ¢ (LT(I))}. Dann gelten

(i) f1+[g)=[f+glumd f+g€S

@) [f]-lg)=(F g wmd f-g €8

Proposition 7.4 (Ch. 5, §3, Prop 4). Seien I < k[xi,...,z,] und G eine Grébnerbasis von
I beziiglich einer monomialen Anordnung > auf k[xy,...,x,]. Betrachte den k-Vektorraum
S = Span{z® | z* ¢ (LT(I))}. Dann ist die Funktion

O: klxy,...,zn] — S
f = fC

eine surjektive k-lineare Abbildung mit ker ® = I.

Beweis. ® ist offensichtlich wohldefiniert. Seien nun f, g € k[z1,...,z,] und ¢ € k. Es gelten
—G UB3 7 _
¢ O(f+g)=Ff+g = fC+3%=2(f)+ 2(g)
—G UA

o Olcf) =cf = cf¢ =cd(f).

Fiir die Surjektivitét, sei f := ) cqx® € S. Dann ist offensichtlich ®(f) = f.
Zuletzt, Korollar 3.33 sagt genau, dass f € [ <= f€ =®(f)=0,d. h., ker® = I. O

——G
Bemerkung 7.5. Wegen der Eigenschaft [f]-[g] =1[f-g |, ist ® blof§ ein Isomorphismus von

k-Vektorrdume, aber nicht von k-Algebren, da er nicht multiplikativ ist.

Anwendung: nun wollen wir algorithmisch bestimmen, ob eine Varietdt V' C k™ endlich ist,

fiir den Fall wo k algebraisch abgeschlossen ist.

Satz 7.6 (Charakterisierung von endlichen Varietéten iiber algebraisch abgeschlossenen Kérpern
— Ch. 5, §3, Th. 6). Seien k ein alg. abgeschlossener Kérper und V.= V(I) C k™ eine affine
Varietit. Seien weiter > eine monomiale Anordnung auf k[z1,...,x,|, G eine Griobnerbasis fiir
I und S = Span,{z® | z* ¢ (LT(I))}. Die folgende Aussagen sind dquivalent
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(i) V ist endlich;

(ii) Fir allei € {1,...,n} gibt es ein m; € Ng mit ;" € (LT(I));
(iii) Fir alle i € {1,...,n} gibt es ein n; € Ng und ein g € G mit z;" = LM(g);
(iv) dimy S ist endlich;

(v) dimg klxq, ..., z,]/1 ist endlich.

Beweis. (iv) <= (v) folgt direkt aus Proposition 7.4.
(ii) <= (iii) folgt aus Lemma 3.18 (UA).
(7) = (¢i). Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: V = (. Nach dem Nullstellensatz ist dann 1 € I. Wir konnen also setzen m; = 0 fiir
alle ¢, dann ist " =1 € (LT([)).

Fall 2: V # (). Fiir jedes i € {1,...,n} sei {a; | j =1,...,l;} die Menge aller Elementen aus
k mit a; = m;(P) fiir ein P € V. Also die Menge aller i-ten Koordinaten von Punkten von V.

Setze nun

l;
f@i) =[] (@i — aj)
j=1

Dann verschwindet f auf V, d. h., f € I(V). Der Nullstellensatz ergibt dann ein m € Ny mit
f™ e I. Dann ist LM(f™) = xznli € (LM(I)). Die Behauptung ist somit mit m; := ml; bewiesen.
(it) = (iv). Aus (ii) folgt, dass 27", ..., 2% € (LT(I)) wenn o; > m,. Es gilt also 2* ¢ (LT (1)) =
a; < m; fiir alle 3. Dann {z® | 2% ¢ (LT(I))} C {2% |1 < a; < m;} und ist damit endlich. Also
auch dimy S < oo.

(v) = (i). Sei i € {1,...,n} fest. Betrachte {[:L‘i] | 7 € No}. Diese Menge muss k-linear abhéngig
sein (nach (v), weil sie unendlich ist). Dann existieren m; € Ng und ¢; € k fiir j = 0,...,m; so,

dass
Y glall= D eal| =[0]
=0 =0

das heifit, ¢; := Z;ﬁ:io cjzl € I C I(V) und, daher, verschwinden die ¢;’s auf V. Ein von 0
verschiedenes Polynom hat endlich viele verschiedene Wurzeln. Daher kénnen die Punkte von V'
nur endlich viele verschiedene i-te Koordinaten, fiir alle ¢ und, somit, es gibt insgesamt endlich

viele Punkte in V. OJ
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Lemma 7.7. Sei k ein Korper und seien pi,...,pm € k™ paarweise verschiedene Elemente.

Dann existieren fi,..., fm € k[z1,...,25] so, dass fi(p;) = 0i; fir alledi,j =1,...,m.

Beweis. Behauptung: Es existiert f1 € k[zq,...,2,]) mit fi(p;) = 1 und fi(p;) = 0 fiir alle
7=2,....,m.

In der Tat: Seien a # b € k™. Dann existiert j < n mit a; # b;. Setze

Man priift dann leicht, dass g(a) = 1 und ¢(b) = 0 gelten. Wiederhole dieses Verfahren fiir alle
Paare p1,p;, i = 2,...,m anstatt a,b, und erhalte Polynome gs, ..., g so, dass g;(p1) = 1 und
gi(p;) = O fiir alle j > 2. Setze nun f; := [[;", g;- Dann erfiillt f; die verlangte Eigenschaft.

UBeh.
Wiederhole fiir alle anderen Punkte ps,...,p, und bekomme die restlichen Polynome

f27"'7fm- ]

Satz 7.8 (Kardinalitét einer endlichen Varietdt — Ch. 5, §3, Prop. 8). Sei k algebraisch abge-
schlossen und sei V.=V (I) C k™ eine endliche affine Varietit. Dann gelten

(i) V| < dimg (klz1,...,z,]/I) wobei dimy die Dimension als k- Vektorraum bezeichnet.

(ii) Falls I = /T ein Radikalideal ist, dann gilt |V| = dimy, (k[x1, ..., z,]/1).
Beweis. Sei m := |V| und schreibe V' = {p1,...,pn}. Lemma 7.7 liefert Polynomen fi,..., f, €
Elzy,...,x,) mit fi(p;) = d;j.

(i) Wir zeigen, dass die Nebenklassen [fi],...,[fm] € k[z1,...,zy,]/I linear unabhéngig sind.

Seien also ay, ..., am, € k mit 3 a;[fi] = [0]. Also f := 3" a;f; € I und daher verschwindet f
auf V. Firalle j = 1,...,m gilt also f (pj) = a; = 0. Dies zeigt die k-lineare Unabhéngigkeit
der [f;]’s und somit

V| =m < dimy (k[z1,...,2,]/1).

(ii) Sei nun I radikal. Aus (i) wissen wir, dass [f1],..., [fm] linear unabhéngig sind. Es geniigt

also zu zeigen, dass sie k[x1,...,x,]|/I erzeugen. Sei also [g] € k[x1,...,z,]/] beliebig.

78



Setze a; := g(p;) und
hi=g—>Y afi
i=1

Es gilt also h(p;) = 0 fiir alle j = 1,...,m und somit h € I(V) = I = 1. Also

9] = > ailfil = [1] = [0]

i=1

d.h., [g] ist eine k-Linearkombination der [f;]’s, wie gewiinscht.

Korollar 7.9 (Ch.5, §3, Cor. 7). Seien k algebraisch abgeschlossen und I <k[xy,...,z,] so,
dass fiir jedes i = 1,...,n ein m; € Ny gibt, mit ;" € (LT(I)). Dann ist |[V(I)| < mq---my,.

Beweis. Im Beweis vom Satz 7.6 (Implikation (i) = (iv)) wurde gezeigt, dass |[{z® | z® ¢
(LT(I))}| < my---m, gilt. Daraus folgt, dass dimy Span, ({z® | z® ¢ (LT(I))}) < my---my,
gilt. Satz 7.8 ergibt nun

[V(I)| < dimg(k[x1,...,z,]/]) < dimg Span, ({z | 2% ¢ (LT(1))}) < mq---my

O]

Ubungsaufgabe: Sei I < k[r1,...,2,] so, dass es fiir alle i ein m; € Ng mit 2™ € (LT(I))

gibt. Geben Sie ein Kriterium an, um zu bestimmen, ob V(I) genau m; - - - m,, Punkte enthilt.

8 Rationale Funktionen auf Varietiten

Ch. 5, §5 im Buch.

Definition 8.1 (Ch. 5, §5, Def. 4). Seien V' C k™ und W C k™ irreduzible affine Varietiten.

FEine rationale Abbildung ¢ von V nach W ist eine Abbildung die durch rationalen Funktionen

dargestellt ist:

mit g; Z 0

O(x1,. .. Tm) = <fl(xlxm) fn(f”lxm)>

g1(x1, . xm) T gn(T, . )
so, dass
(i) ¢ auf einem Punkt p € V definiert ist, d.h., Vy(g1---gn) S V;

=

(ii) fiir alle (a1,...,am) € V, auf denen ¢ definiert ist, p(ay,...,am) € W gilt.
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Notation 8.2. FEine rationale Abbildung wird mit ¢: V --» W bezeichnet. Dabei ist zu be-
merken, dass ¢ keine echte Funktion im mengentheoretischen Sinn ist, da V' nicht der echte

Definitionsbereich ist.

Definition 8.3. Sei V' C k™ eine irreduzible affine Varietit. Die Menge k(V') aller skalaren

rationalen Funktionen ¢: V --+ k heifit der Korper der rationalen Funktionen auf V.

Bemerkung 8.4. Die Korrespondenz

Quot(k[V]) — E(V)
B T ]

wobei ¢ durch f/g dargestellt ist, ist ein wohldefinierter Kérperisomorphismus.

Wir bemerken auch, die Gleichheit folgender Ausdriicken:

{z:gb,wek[V], w;&o}={§:f,gek[xu---,xm], g¢I(V)}
~{{: raetton. o). 1o # 01}
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In dieser Vorlesung untersuchen wir weiter die rationale Abbildungen und bereiten wir uns fiir
die Untersuchung der birationalen Aquivalenz vor. Zunéchst definieren wir, wenn zwei rationale

Abbildungen gleich sind.

Definition 8.5 (Ch. 5, §5, 5 — Gleichheit von rationalen Abbildungen). Seien V C k™ und
W C k™ affine Varietiten, wobei V' irreduzible ist. Seien, ferner, ¢,v: V --» W rationale
Abbildungen, dargestellt durch

_ fl fn — ﬁ @
¢—<‘g:l,7%> und w_<k177kn>

mit fi, gi,hiy ki € k[z1,...,xm]. Wir sagen, dass ¢ und 1) gleich sind (¢ =), falls fir alle

1=1,...,n

fiki = higi € I(V)
gilt.

Nun geben wir eine geometrische Interpretation des obigen Begriffs von Gleichheit an. Dafiir

brauchen wir erst eine Erinnerung aus der 15. Vorlesung.

Definition 8.6. (Def. 5.18) Sei S C k™. Der Zariski Abschluss von S in k™ ist die Varietit
S = V(I(S)). Insbesondere, weil V.= V(I(V)) fiir jede Varietit V gilt, dann sind die affine

Varietiten genau die Zariski-abgeschlossene Mengen in k™.

Nun ist eine Varietdt V' C k™, versehen mit der Zariski Topologie, ein topologischer Raum.
Die Zariski-abgeschlossene Teilmengen von V sind die affine Untervarietéten von V. Daher sind
die Zariski-offene Teilmengen genau die Mengen der Form U = V' \ V/ wobei V' eine Untervarietéit

von V ist.

Proposition 8.7 (Ch. 5, §5, Prop. 6). Seien V C k™ und W C k™ affine Varietiten, wobei V
irreduzible ist. Seien, ferner, ¢,1: V --+ W rationale Abbildungen. Dann sind ¢ und v genau

dann gleich, wenn es eine echte Untervarietit V' C V gibt, sodass
(i) ¢, sind definiert auf V \ V'
(i) fiir alle p € V\' V' gilt ¢(p) = ¥ (p)

81



Anders gesagt, ¢ und v sind genau dann gleich, wenn sie auf einer Zariski-offene Teilmenge

von V abstimmen.

Fiir den Beweis brauchen wir ein

Lemma 8.8. Sei V' C k™ eine irreduzible affine Varietit und sei V! C V eine echte Untervarietit.

Dann gelten
(1) I(V) S I(V')
(i) I(V) =TV \ V')

(111) Aus (ii) folgt direkt, dass fir alle h € k[z1,...,zn] gilt, dass h genau dann auf V ver-

schwindet, wenn es auf V' \ V' verschwindet.

Beweis. (i) Da V' C V| folgt aus der Kontravarianz von I, dass I(V') C I(V’). Gleichheit kann
nicht gelten, sonst wiirde aus I(V) = I(V’) direkt V = V(I(V)) = V(I(V’)) = V"’ folgen.

(ii) Nochmal aus der Kontravarianz folgt (V \ V') ¢ V = I(V) C I(V \ V’). Zum Widerspruch,

nehmen wir an, dass die Inklusion echt sei. Sei also f ¢ I(V) mit f € I(V \ V’). Sei nun

g € I(V') beliebig. Dann gilt fg € I(V). Da V irreduzible und, daher, I(V') Prim ist, aus

[ ¢ I(V) folgt g € I(V). Es gilt also I(V’") C I(V). Die andere Inklusion gilt nach der
Kontravarianz und somit I(V)) = I(V'). Widerspruch zu (i).

O

Nun koénnen wir die Proposition beweisen

Beweis von Prop. 8.7. Seien ¢ = (f1/g91,..., fn/9n) und ¢ = (hi/k1,..., hp/ky) mit ¢ = 1.
Setze Vi = V(g1 ---gn) und Vo = V(ky - - - ky,).Nach der Definition von rationalen Abbildungen
sind V1, V5 echte Untervarietiten von V. Da aber V irreduzibel ist, gilt also dass auch V' := V1UV,
eine echte Untervarietit ist (sonst wire V =V, U V; eine Zerlegung von V). Dann sind ¢ und ¢
auf V' \ V' definiert. Auerdem gilt f;k; — h;g; € I(V) fiir alle i = 1,...,n. Es folgt dann, dass
fi/gi = hi/k; auf V und, insbesondere, auf V' \ V’.

Umgekehrt, sei V! C V eine echte Untervarietéit so, dass fiir jeden p € V' \ V' die Gleichung
o(p) = ¥(p) gilt. Insbesondere, gilt f;/g; = hi/k; auf V. \ V', d.h. fi/g; — hi/k; verschwindet auf
V\ V' fiir alle i = 1,...,n. Lemma 8.8 liefert dann f;/g; — h;/k; € I(V). O

Jetzt bestimmen wir, wenn die Verkniipfung zweier rationalen Abbildungen definiert ist.

Definition 8.9 (Ch. 5, §5, Def. 7). Seien V. C k™, W C k", Z C k' drei affine irreduzible
Varietiten und seien ¢: V. --» W und ¢: W --» Z rationale Abbildungen. Wir sagen, dass
YooV --» Z definiert ist, falls es einen Punkt p € V gibt, so dass ¢ auf p und ¢ auf ¢(p)
definiert sind.
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Proposition 8.10 (Ch. 5, §5, Prop. 8). Seien V. C k™, W C k", Z C k! drei affine irreduzible
Varietiten und seien ¢: V --+ W und ¢v: W --+ Z rationale Abbildungen so, dass 1o ¢ definiert

ist. Dann gibt es eine echte Untervarietit V' C V' mit
(i) ¢ ist auf V\'V' definiert und 1) ist auf ¢(V \ V') definiert.
(i) Yo @p: V --» Z ist eine rationale Abbildung definiert auf V \ V'.
Beweis. Seien ¢ = (f1/g1,- -, fn/gn) und ¥ = (hi/k1,...,h/k;). Wir ersetzen (formal)

hj(fl/gla'- 7fn/gn)
kﬂ(fl/glv 7fn/gn)

fir alle j = 1,...,l. Nachdem wir mit einer geeigneten Potenz (g ---g,)™ multiplizieren,
damit alle Nenner von h;(fi1/g1,..., fn/gn) und k;(fi/g1,..., fn/gn) gekiirzt werden, kénnen

wir schreiben

i _ (g1 ’gn)th(fl/gh s fn/gn)
Qj a (g1~ 'gn)Mkj(fl/gla oo In/an)
wobei Pj, Q; € k[z1,...,xp]. Die durch (P1/Qq,. .., P/Q;) dargestellte rationale Abbildung ist
also unser Kandidat fiir ¢ o ¢.
Setze nun V' := Vy (g1 -gn - Q1---@Q;) C V. Dann ist ¢ auf V' \ V' definiert und ¢ auf
d(V \ V’). Es bleibt zu zeigen, dass V'’ # V. Nach Annahme, gibt es einen Punkt p € V so, dass

¢(p) und ¥ (¢p(p)) definiert sind. Dies bedeutet, dass fiir alle t =1,...,n und alle j =1,...,1

gilp) #0  und  ki(f1(p)/91(P);-- -, fu(p)/gn(p)) # O

gelten. Es folgt, dass Q;(p) # 0 und, daher, p € V'\ V' und, somit, V' # V', O
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Definition 8.11 (Ch. 5, §5, Def. 9 — Birationale Aquivalenz). Seien V C k™ und W C k™

irreduzible affine Varietdten.
(i) Wir sagen, dass V. und W birational dquivalent sind, falls es rationale Abbildungen
¢:V ——> W und : W --» 'V existieren, so dass ¢ oy und o ¢ definiert mit ¢ o = Idw
und ¢ o ¢ = Idy sind.

Birationale Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation (UA).

(ii) Eine rationale Varietdt ist eine Varietdt die birational dquivalent zu k™ ist, fir ein n € Ny.

Satz 8.12 (Ch. 5, §5, Theorem 10 — Charakterisierung von birational dquivalenten Varietéiten).
Zwei irreduzible affine Varietiten V-C k™ und W C k™ sind genau dann birational dquivalent,

wenn es eine k-Isomorphie v: k(V) — k(W) gibt (“k-Isomorphie” bedeutet, dass t| = Idy gilt).
Beweis. Die Riickrichtung “<” wird im Ubungsblatt 12 gezeigt (Hinweis: Ch. 5, §4, Satz 9).
“=" Seien ¢: V --» W und ¢: W --» V rationale Abbildungen mit ¢ot) = Idy und Yo = Idy.
Um einen Isomorphismus ¢*: k(W) — k(V') zu definieren, betrachten wir ¢: V' --» W und
f: W --» k, fur jedes f € k(W). Wir definieren also ¢*(f) := fo ¢

.

¢*(f)

W
/
/

I
I
v, f
k

Nun wollen wir zeigen, dass ¢*(f) eine rationale Abbildung ist, d.h., dass ein p € V' existiert
so dass f(¢(p)) definiert ist.
Behauptung: Wenn ¢ o ¢ = Idyy, dann gibt es eine echte Untervarietiat W/ C W mit

Y ist auf W\ W' definiert,
¢ ist auf (W \ W) definiert, (11)
¢ o ist gleich Idy auf W\ W'.
Beweis der Behauptung: Proposition 8.10 liefert eine echte Untervarietdat W, C W so, dass
¥ ist auf W\ Wy definiert und ¢ auf (W \ Wi) definiert ist. Proposition 8.7 liefert nun eine

echte Untervarietit Wo C W so, dass ¢ o1) die Identitét auf W\ Wy ist. Da W irreduzibel ist, ist
W' = W1 U W eine echte Untervarietit von W. Es folgt nun, dass (11) von W erfiillt ist.Cpgep.
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Um zu zeigen, dass f o ¢ definiert ist, wihle Répresentanten g, h € k[x1,...,x,] mit g # 0
und f = h/g und setze W’ = Vy,(g). So ist f auf W\ W” definiert. Sei nun ¢ € W\ (W' UW")
(dies ist auch nicht leer, weil W irreduzibel ist). Sei dann p := 1(q) € V. Aus der Bedingungen
(11) folgt, dass ¢(p) definiert ist und, weil ¢(p) = q ¢ W”, ist f auf ¢(p) definiert. Somit ist
¢*(f) = f o ¢ als Element aus k(V') definiert und daher ist auch

ot k(W) — k(V)
[ fo¢

wohldefiniert.

Analog definieren wir ¢*: k(V) — k(W).

¢* und v¥* sind Homomorphismen (UA).

Wir zeigen nun, dass ¢* und 1* zueinander invers sind. Sei f € k(W) und betrachte
("0 ¢")(f) = Ffogoy.

Auf W\ (W UW") gilt fopor = f,also fogpor und f sind gleich in k(W). Analog zeigt
man, dass hoto¢=hin k(V), fiir alle h € k(V') und somit ist der Satz bewiesen.
O

9 Projektive algebraische GGeometrie

9.1 Die Projektive Ebene

UA: Cox, Little und O’Shea 2006, Ch. 8, §1 lesen.

9.2 Der Projektive Raum

Seien k ein Korper und n € Nj.

Definition 9.1. (i) Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~ auf k"1 \ {0} durch

(0y -y Tn) ~ (Yo, -+ -y Yn) == INE LS : (20, ., 2n) = ANY0,---Yn)

Also es werden Punkte miteinander identifiziert, die auf derselben Geraden durch den Ursprung liegen.

(i) Der n-dimensionaler projektiver Raum diber k ist die Menge aller Aquivalenzklassen

P (k) = (k"*1\ {0})/ ~
= {[(z0,...,xn)]~ | (x0, ... ,2n) € E"TE\ {0}}

(i1i) Wir schreiben (zg : ... : xy) fir[(xo,...,zn)]~ € P"(k) und nenne diese die homogenen Koordinaten

von (xg, ..., Tn).
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Bemerkung 9.2. Bezeichnet £ die Menge aller Ursprungsgeraden in k"', dann ist P*(k) ~ L.

Proposition 9.3 (Ch. 8, §2, Prop. 2). Sei

Up={(zo:...:xn) € P"(k) | zo # 0}
Die Abbildung
¢: k™ — U
(1, xn) — (Lrizp:...:izy)

ist eine Bijektion. Damit wird k™ in P"(k) eingebettet.

Beweis. ¢ ist wohldefiniert. In der Tat, seien p,p’ € Uy mit p ~ p/, d.h., p = (xg : ... : xy),
P =wo:...:yn) und es gibt A € k* mit y; = Az;. Dann gilt

n Az ATy, T Tn
w(p,):<y17"'7y>:<la"'7>:<17"'a)'
Yo Yo Az AZg 0 o

Um die Bijektivitat zu zeigen, definieren wir eine inverse Abbildung ¢ durch

) Uy — k"
(o:...ixy) (%”%)
Dies ist auch wohldefiniert, da fiir (zg : ... : x,) € Uy schon xg # 0 ist.
Sei nun (z1,...,x,) € k™. Dann ist

x1 Tn

T,...,T):(a?l,...,l'n)

V(o((x1,. .. ) =L ixy .. ixy) = (

also Y o ¢ = Idgn.

Sei umgekehrt (zg : ... : z,) € Up. Dann ist
T Tn T Tn
H- = — e, — =1 — ..., — ] = HI-
¢(¢(350 l‘n)) ¢ <x07 ’ $O> < xov ) 33'0) (l'() JJTL)
wobei wir in der letzten Gleichung mit xy € k> multipliziert haben, und daher bezeichnen
<1 TR %) und (zg : ... : x,) den gleichen Punkt in P"(k). O
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Sei k stets ein Korper.

Sei H:={peP"k)|p=(0:21:...:2,)}. Aus Proposition 9.3 folgt, dass
P (k) = Uy U H.
Bemerke, dass H ~ P"~1(k), woraus
P (k) = k™ U P"1(k)

folgt.
Terminologie: H heifit die Hyperebene im Unendlichen.

Konvention: Der Raum P°(k) besteht aus einem einzigen Punkt, den wir mit “co” bezeichnen
und der Punkt im Unendlichen genannt wird: P?(k) = {co}. Dann ist P1(k) = k U {oo}.

Korollar 9.4 (Ch. 8, §2, Cor. 3). Fiir jedesi=1,...,n setze
U={(xg:...:2,) € P"(k) | z; # 0}.
Dann gelten
(i) Es gibt eine bijektive Abbildung ¢: U; — k™;
(ii) B (k) \ Ui ~ P (1)
(iii) P (k) = U, Ui O

Ziel: Wir wollen nun den Begriff einer “projektiven Varietéit” einfithren. Im projektiven Raum

P (k) werden Punkte identifiziert, die Vielfache voneinander sind.

Problem: Sei f = z1 — 23 € Rz, 71, 3] und betrachte die affine Varietiit V = V(f) C R3.
Dann gilt f(1,4,2) =0, aber f(2,8,4) = -8 #0. Also p=(1,4,2) € V und 2p = (2,8,4) ¢ V.

Wir wollen also unsere projektiven Varietdten durch Polynomen f definieren, die die folgende

Eigenschaft erfiillen:
Y(zo,...,x,) € K", VA € kX f(xo,...,xn) =0= f(Azg,...,Azp) =0
oder anders geschrieben
flxoy...,xn) =0= f(zg:...:xy) =0.
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Definition 9.5. FEin Polynom f € k[xq...,x,] heifst homogen, falls d € N existiert, so dass
alle Monome von f Totalgrad d haben.

Lemma 9.6. Seien f € k[zo,...,xy,] ein homogenes Polynom mit totaldeg(f) =d € N, X € k*
und (xo, ..., r,) € k"L, Es gilt

FAzo, .. Azn) = X f(zo, ..., zn)

Beweis. Sei g(zo,...,2n) = CL‘gO -+ xd" ein Monom von f (also Y. d; = d). Dann gilt
g( Ao, ..., Axy) = )\doscgo o Ndngdn — ydo )\d”xgo ezt = Xg( Ao, ..., Azy,).
Seien nun g1, ..., g; alle Monome von f, also f = 22:1 gi(zo, ..., 2zyn). Dann

t
f(Azo, ..., A\xy) = Zgi()\a:o, ce ATy
i=1
t
= Z Mgi(zo, ..., xp)
i=1

t
= )\dzgi<l‘0, e ,.%'n)
=1

= Xf(xo,...,z0)

Proposition 9.7 (Ch. 8, §2, Prop. 4). Seien f € k[xo,...,z,] ein homogenes Polynom mit
totaldeg(f) = d € N, A € k* und (xo,...,x,) € k"1 \ {0}. Dann gilt

f(zo,...,zn) =0= f(Azo,...,Azy) = 0.
Beweis. Angenommen f(xg,...,x,) = 0. Aus Lemma 9.6 folgt direkt

fOAzo,. .., Azn) = X f(zo,...,2,) = A-0=0.

Insbesondere fiir ein homogenes Polynom f € k[zo,. .., x,] ist

V(f) ={p e P"(k) | f(p) = 0}

eine wohldefinierte Teilmenge von P"(k).
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Definition 9.8 (Ch. 8, §2, Def. 5 — Projektive Varietit). Seien fi,...,fs € klzo,...,zy]

homogene Polynome. Dann heif$t
V(fi,.-. fs) ={peP*k)| filp) =0, Vi=1,...,s}

eine projektive Varietdt.

Die néchste Proposition erklirt den Zusammenhang zwischen affinen und projektiven Va-

rietdten. Seien hierzu ¢, wie in Proposition 9.3.

Proposition 9.9 (Ch. 8, §2, Prop. 6). Seien fi,...,fs € k[xo,...,z,] homogene Polynome
und sei V=V (f1,..., fs) C P"(k) die entsprechende projektive Varietit. Fir jedesi=1,...,s
setze gi(x1,...,xn) = f(L,21,...,20) € k[x1,...,2,]. Sei W' :=V(g1,...,95) C k"™ die durch
gi,-..,gs definierte affine Varietdit. Zuletzt sei W :=V N Uy. Dann gilt

HW') = W.

Beweis. Wir zeigen, dass
(i) (W) W
(i) (W) C W,
Die Behauptung folgt dann aus der Tatsache, dass ¢ und ¢ zueinander invers sind.
(i) Sei (ai,...,a,) € W. Dann ist (1 :ay :...:a,) € Uy und es gilt 0 = g;(ay,...,a,) =
fil;a1 : ... 1 ap). Also ¢(aq,...,a,) € W und somit ¢(W') C W.
(ii) Sei nun p € W. Da p € Up, konnen wir schreiben p = (1 :aj : ... : ay). Da aber p € V

gilt, haben wir auch g;(a,...,a,) = fi(1:a1:...:a,) = 0. Also ¢¥(p) € W’ und somit
(W) C W',

O]

Zunachst zeigen wir, wie man aus einem beliebigen Polynom ein homogenes Polynom

konstruieren kann.

Proposition 9.10 (Ch. 8, §2, Prop. 7). Sei g(z1,...,%n) € k[z1,..., 2y €ein beliebiges Polynom
mit total deg(g) = d € N.

(i) Sei g = Z?:o gi die Zerlegung von g in homogenen Komponenten, wobei totaldeg(g;) = 1.

Dann ist
d

9" =D gz, wn)zl

i=0
ein homogenes Polynom in k[xo, ..., x,] mit total deg(g") = d. Das Polynom g" heifst die

Homogenisierung von g.
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Beispiel 9.11. Sei f = 3 2
1. =xo—x7+z7 €ER '
T+ [21,29]. Dann ist f* = xkxe + x93 — 23.
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Wir fangen mit einem Korollar zu Proposition 9.9 an. Sei hierzu ¢ wie in Proposition 9.3.

Korollar 9.12. Sei W' =V (g1,...,9s) C k" eine affine Varietit und sei V =V (gh, ..., g") C
P™(k) die zugeordnete projektive Varietit. Dann gilt

d(W') =V N .

]

Wie im Fall der affinen Varietéiten wollen wir eine Korrespondenz zwischen projektiven

Varietéiten und (geeigneten) Idealen feststellen.

9.3 Projektives Algebra-Geometrie-Lexikon

Definition 9.13 (Ch. 8, §3, Def. 1). Ein Ideal I < k[zy,...,xy,] heifst homogen, falls fir jedes

Polynom f € I alle homogene Komponenten von f zum Ideal I gehdren.

Beispiel 9.14. (Nicht-homogenes Ideal) Das Ideal I = (y — x2) < k|x,y] ist nicht homogen. Die
homogene Komponenten von y — 2 sind fo = 0; fi =y und fo = —x>. Man sieht leicht, dass

fi.fa g 1.

Satz 9.15 (Ch. 8, §3, Theorem 2 — Charakterisierung von homogenen Idealen). Sei I <

klxo,...,zn]. Dann sind dquivalent:
(i) Das Ideal I ist homogen.

(i1) Es existieren homogene Polynome fi,..., fs € k[xo, ..., xn] so, dass I = (f1,..., fs) (I ist

von homogenen Polynomen erzeugt).
(i1i) Eine reduzierte Grobnerbasis von I besteht aus homogenen Polynomen.

Beweis. (ii) = (i). Sei I = (f1,..., fs) mit f; homogen. Sei nun g = > %_, A;f; € I, wobei die
Aj Polynome sind. Sei nun A; = Z?io Aj; die Zerlegung von A; in homogenen Komponenten.

Dann gilt

s s dj
9= Aifi=> > Ajif;, (12)
=1

j=11i=0
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wobei Aj; f; ein homogenes Polynom ist, fiir alle j = 0,...,totaldeg(f) und alle i = 0,...,d;.
Dass heift, (12) ist die Zerlegung von g in homogenen Komponenten. Und weil sie alle Vielfachen

der f; sind, gehoren sie alle dem Ideal I.

(1) = (i1). Sei I ein homogenes Ideal. Der Hilbertsche Nullstellensatz liefert Polynome Fi, ..., F; €
klxo,...,xy] so, dass I = (Fy,..., Fy). Fir alle j = 1,...,¢ sel Fj = Z?io Fj;i di Zerlegung
von Fj in homogenen Komponenten. Dann ist Fj; € I, weil I homogen ist. Sei nun I' = (F}; |
j=1,...,ti=0,...,d;j). Aus F}; € I folgt direkt I’ C I. Aber die F}; erzeugen die Fj, also
I=(F,...,F;) CI' SchlieBlich gilt I =I' und {Fj; | j =1,...,t;9=0,...,d;} ist eine Menge

von homogenen Erzeuger von I.

(ii) < (iii) UB 13. O

Definition 9.16. Sei I < k[xq,...,z,] ein homogenes Ideal. Schreibe

V(I) :={p e P"(k) | f(p) =0, Vfel}

Proposition 9.17 (Ch. 8, §3, Prop. 3). Sei I = (f1,..., fs) Jk[zo,...,zy] ein homogenes Ideal,

wobei f; homogen sind. Dann gilt

V({I) =V(f1,--, fs)-
Insbesondere ist V(I) eine projektive Varietit.

Beweis. Die Inklusion V(I) C V(f1,..., fs) ist klar, weil {f1,..., fs} C I.
Seien umgekehrt p = (ap : ... : an) € V(f1,..., fs) und g = 377, A;f; € I mit A; €
k[zo,...,zy]. Seien auch X € k* und d; := total deg(f;). Dann gilt

g(Aag, ..., Aay) = Z Aj(Xag, ..., ap) fi(Aao, ..., Aay)
= Aj(Aag, ..., Aan) A f(ao, . .., an)

= Aj(Aag, ..., Aap)AY -0
= 0.

Dies zeigt genau, dass p € V(I), wie gewiinscht. O

Somit haben wir eine projektive Varietit einem homogenen Ideal zugeordnet. Nun stellen

wir die andere Richtung fest.

Proposition 9.18 (Ch. 8, §3, Prop. 4). Sei k unendlich und sei V- C P"(k) eine projektive

Varietat. Dann ist

V) :={f € klzog,...,z,] | f(p)=0 VpeV}
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ein homogenes Ideal.

Beweis. Es ist klar, dass I(V) ein Ideal ist. Sei nun f € I(V) mit totaldeg(f) = d und sei
Z;l:o fj die Zerlegung von f in homogene Komponenten. Seien p = (ap : ... : ap) € V und
A € k*. Dann gilt

U

d

0=f(Aao,..., Aan) = Y _ fj(Aao, ..., Aan) = > fX (ao, ..., an).

J=0 J=0

Setze ¢; := fj(ao, ..., an) € kund fig, . a,)(T) = Z?:o cjz? € k[z]. Dann gilt flag,an)(A) =0
fiir alle A € k. Da es unendlich viele solche A gibt, folgt, dass f(4,... 4,) = 0 ist. Somit ist
¢; = fjlaog,...,ap) =0 fiir alle j, d.h., f; € I(V) fiir alle j, was zeigt, dass I(V) homogen ist. [

Aus Propositionen 9.17 und 9.18 bekommen wir:

Satz 9.19 (Ch. 8, §3, Theorem 5). Sei k unendlich. Die Abbildungen

Projektive Varietiten I Homogene Ideale
in P (k) v | inklxo,...,xn]

sind inklusionsumkehrend (kontravariant) und, fir alle V-C P™(k) gilt
V(I(V)) = V.

Also T ist immer injektiv.
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Definition 9.20 (Irreduzible projektive Varietéit). Eine projektive Varietit V- C P"™(k) heifst
irreduzibel, falls sie keine Vereinigung von zwei echten Untervarietdten ist. Also aus V = Vi U Vs,
wobei V; Untervarietiten von V' sind, folgt V = V1 oder V.= V5.

Satz 9.21 (Ch. 8, §3, Theorem 6). Sei k unendlich.

(i) Fiir jede absteigende Folge von projektiven Varietiten
ViodVeo...

gibt es ein N € N so, dass V; = Vi fiir alle i > N.

(ii) Jede projektive Varietit V- C P"(k) hat eine endliche Zerlegung
Viu.. .UV,

wobei m € N und V; irreduzible Varietdten mit V; £ V; fiir i # j sind.

Beweis. (i) Satz 9.19 liefert eine folge

I(Vh) CI(Vp) C ...

von homogenen Idealen in k[zo,...,x,]|. Da dies Noethersch ist, muss die Folge anhalten:
Es gibt N € N so, dass [(Vy) = I(Vn+1) = ... Aus der Injektivitidt von I folgt nun, dass
VN = VN+1 ce e

(ii) Folgt direkt aus (i), genau wie in dem affinen Fall.

Proposition 9.22 (Ch. 8, §3, Prop. 7). Sei I <k|xo,...,x,] ein homogenes Ideal. Dann ist \/T
homogen.

Beweis. Sei 0 # f € /I. Dann existiert m € N mit f™ € I. Sei nun f = Z?:o fi die homogene
Zerlegung von f.

UA: Wenn v = totaldeg f, dann gilt (™), = T
Da I homogen ist, gilt (f™), € I und somit f; € v/I. Setzenun g = f— f3 = Z;‘i:—ol i~ Wiederhole
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das Verfahren und bekomme f;_; € v/I. Per Induktion nach totaldeg f finden wir, dass alle
homogene Komponente von f in v/T liegen, d.h., v/T ist homogen. O

Erinnerung: Sei k algebraisch abgeschlossen und sei I < k[x1,...,z,] ein Ideal. Dann:
Schwacher affiner Nullstellensatz (saNSS): V(1) = 0 <= I = k[z1,...,xy].
Starker affiner Nullstellensatz aNSS: I(V (1)) = v/I.

Im projektiven Fall gilt diese Charakterisierung des Ideals einer leeren Varietéit nicht:

Beispiel 9.23. Sei Iy = (xo,...,zy). Dies ist ein echtes homogenes Ideal von k|xg,...,xz,]. Der
einzige Punkt, in dem alle x; verschwinden, wire (0: ...:0) ¢ P"(k). Also V(Iy) = 0, obwohl

IO 7& ]{3[$0,...,l‘n}.

Das entsprechende Resultat zum saNSS beweisen wir jetzt. Zunéchst fithren wir eine Defini-

tion/Notation ein.

Definition 9.24. (Affiner Kegel) Sei V.= V(I) C P"(k) eine projektive Varietit und setze
Cy :=V(I) Ck™ (affine Varietit). Dann heifit Cy der affine Kegel von V.

Satz 9.25 (Ch. 8, §3, Theorem 8 — schwacher projektiver Nullstellensatz — spNSS). Seien k
algebraisch abgeschlossen, I <k[xq, ..., xy] ein homogenes Ideal und V := V(I). Sei weiter G eine
reduzierte Grobnerbasis fir 1, beziiglich einer beliebigen monomialen Anordnung. Die folgende

Bedingungen sind dquivalent:

(i) V=10.

(ii) Fir allei=1,...,n gibt es g € G und m; € N mit LT(g) = x™:.
(i4i) Fir allei=1,...,n gibt es m; € Ng mit ™ € I.

(iv) Es gibt r € N mit r > 1 und (xg,...,x,)" C I.

Beweis. (ii) = (i). Die Bedingung (ii) impliziert, dass Cy eine endliche Menge ist (sieh Satz 7.6).
Angenommen V # (), sei p = (ag : ... : ap) € V. Dann gilt, fiir alle A € k*, dass (Aag, ..., A\ay) €
Cy. Da k unendlich ist, widerspricht dies der Endlichkeit von Cy,. Somit muss V' = () gelten.
(7i) < (i7i). Analog zu Satz 7.6.

(iv) = (ii). Klar.

(1) = (iv). Aus V = () folgt, dass Cy = 0 oder Cy = {(0,...,0)} gilt. Es folgt I({(0,...,0)}) C
I(Cy). Aber 1({(0,...,0)}) = (z0,...,2n). Also (zg,...,z,) C I(Cy) = I(V(I)) = VI und

somit (sieh UA unten!) ist (xq,...,2,)" C I fiir ein gewisses r € N. O

UA — Ch. 1V, §3, Ex. 12: Seien Ji, J5 Ideale mit J; C y/J3. Dann existiert r € N mit JI' C Jo.

Hinweis: Hilbertscher Basissatz.
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Satz 9.26 (Ch. 8, §3, Theorem 9 — starker projektiver Nullstellensatz — pNSS). Sei k algebraisch
abgeschlossen und sei I 1 k[xg,...,xy,] ein homogenes Ideal mit V(I) # (. Dann gilt

L(V(I)) = V1.

Beweis. Sei V. =V(I).

Behauptung: I(Cy) = L(V).

Beweis: Sei f € I(Cy) und sei p=(ap : ... :ap) € V. Dann ist p C Cy als Teilmenge enthalten,
d.h., f verschwindet auf (Aag, ..., Aa,) fiir alle A € £*. Dies ist dquivalent dazu, dass f auf p
(projektiver Punkt) verschwindet. Da p € V beliebig war, gilt f € I(V), also I(Cy) C I(V).
Umgekehrt, sei f € I(V). Dann verschwindet f auf Cy \ {0}. Um zu zeigen, dass f auf 0
verschwindet, sei f = Z?:o fi die homogene Zerlegung von f. Da I(V') homogen ist, gilt f; € I(V)
fiir alle 7. Insbesondere fy € I(V'). Dies impliziert fy = 0. Dann hat f keinen konstanten Term,
und somit f(0,...,0) =0. Also f € I(Cy) und I(V) C I(Cy) OBen.

Nun konnen wir schlieflen

10 Dimension einer Varietit

Es gibt mehrere Moglichkeiten, um die Dimension einer affinen Varietét zu definieren. Sei also
V C K™ eine affine Varietit.

Reelle algebraische Geometrie I — WS 22/23:
Betrachte den Koordinatenring k[V]. Definiere dimy V' als die Krulldimension von k[V].

Hier:

(i) Betrachte fiir eine irreduzible Varietét V' den Funktionenkorper k(V'). Definiere dimy V' als
der Transzendenzgrad tr. deg;, k(V).

(ii) Fir eine allgemeine Varietét V sei V = |JV; die irreduzible Zerlegung von V' und setze

dim; V = maxdimy V.

Definition 10.1. Eine Korpererweiterung K/k heifst transzendent, falls sie nicht algebraisch

15t.

Definition 10.2. Sei K/k eine Kdérpererweiterung und seien aq,...,a, € K. Dann heiflen
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ai,-.-.,an algebraisch abhdingig, falls der Homomorphismus

evg: klzi,...,zn] — K

f = flal,...,an)

einen nichttrivialen Kern hat. D. h., falls es ein f € k[z1,...,z,]\ {0} gibt mit f(ai,...,an) = 0.

Die Elemente aq,...,ay, sind algebraisch unabhdngig, wenn sie nicht algebraisch abhdingig sind.
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Quelle fiir diese letzte Vorlesung: O. Zariski und P. Samuel (1975). Commutative algebra.
Vol. I. Graduate Texts in Mathematics, Vol. 29. Springer, Kapitel 11, §12, Seiten 95-100.

Sei K/k stets eine Korpererweiterung.

Beispiel 10.3. (i) Sei K = k(x1,...,2,). Dann sind die Elemente x1,...,x, algebraisch
unabhdingig iber k (UA).

(ii) Sei umgekehrt K/k eine beliebige Korpererweiterung. Dann sind Elemente ay, ..., a, € K
genau dann algebraisch unabhdngig iber k, wenn k(ai,...,a,) = k(z1,...,zy,). Dies folgt

direkt aus der Definition von linearer Unabhdngigkeit, da die Abbildung

evg: klxri,...,zn) — K
f/g s flai,...,an)

9(@1ran)

ein Isomorphismus ist.

Definition 10.4. (i) Eine Teilmenge X C K heifit algebraisch unabhingig iber k, falls jede

endliche Teilmenge von X algebraisch unabhdngig ist.

(ii) Ist X C K/k algebraisch unabhingig, so heifit X Transzendenzmenge.

(iii) Ist X eine Transzendenzmenge, so heifit die Erweiterung k(X)/k rein transzendent.

Beispiel 10.5. (i) k(x1,...,x,)/k ist rein transzendent.

(ii) Seien Ki/k und Ko/k Korpererweiterungen und seien {a1,...,an} C Ky, {b1,...,b,} C
b

n)

Ky Transzendenzmengen. Dann gibt es einen Isomorphismus k(ai,...,an) ~ k(by,.

BRI

Ky Ky

k(al,...,an)ék(bl,...,bn)
\k
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Lemma 10.6 (Zariski und Samuel 1975, Seite 96). Sei Y C K/k eine Transzendenzmenge und
seix € K\Y. Dann ist Y U {x} genau dann eine Transzendenzmenge, wenn x transzendent
tber k(Y') ist.

Beweis. “<”. Sei x transzendent iiber k(Y) und sei Y/ =Y U {x}. Seien y1,...,y, € Y U {z}

und ohne Einschrinkung y, = . Sei nun f € k[z1,...,z,] mit f(y1,...,Yn—1,2) = 0. Dann
ist « eine Nullstelle von f(y1,...,Yn—1,%n) € k(Y )[zy]. Da x transzendent iiber k(Y") ist, muss
fly1, .-, Yn—1,Tn) = 0 sein. Schreibe nun

FWs o Une1,Tn) = Ao(21, oy T )2 + oo+ Ag(@1, - ).

Dann gilt A;(x1,...,2p—1) fir alle i = 0,...,n — 1. Nun ist Y eine Transzendenzmenge, also
gilt A; = 0 fiir alle 4. Somit ist f(x1,...,2,) =0. Also Y U {z} ist eine Transzendenzmenge.
“=7 UA. O

Definition 10.7. Eine Transzendenzmenge Y C K/k heifit Transzendenzbasis von K/k, falls

Y maximal beziiglich Inklusion fiir die Eigenschaft “Transzendenzmenge zu sein” ist.

Korollar 10.8. Fine Transzendenzmenge T C K/k ist genau dann eine Transzendenzbasis,
wenn die Erweiterung K/k(T) algebraisch ist, d.h., wenn K der relative algebraische Abschluss
von k(T) in K ist. O

Definition 10.9. Se: X C K. Der Span von X, bezeichnet als S(X), ist der relative algebraische
Abschluss von k(X) in K.

Satz 10.10 (Zariski und Samuel 1975, Seite 97). Es gelten folgende Figenschaften:
(S1) X CY = S(X) CS(Y). (Monotonie)

(S2) Fir alle x € S existiert eine endliche Teilmenge Y C X mit x € S(Y'). (Reduktion auf
Endlichen)

(S3) X C S(X) fiir alle X C K.
(S4) S(S(X))=S(X). (Idempotenz)
(S5) ye S(XU{z}) ANy ¢ S(X)=zeS(XU{y}). (Austausch)

Beweis. UA. O

Definition 10.11. (i) X C K/k ist erzeugend, falls K = S(X);
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(it) X C K/k ist frei, falls fir alle x € X gilt x ¢ S(X \ {z}).

Bemerkung 10.12. X C K/k ist genau dann eine Transzendenzbasis, wenn X frei und

erzeugend ist.

Satz 10.13 (Zariski und Samuel 1975, Seiten 99-100). Sei K/k eine Kdrpererweiterung. Dann
qgilt:

(i) Es existiert eine Transzendenzbasis fir K/k.

(ii) Alle Transzendenzbasen haben die gleiche Kardinalitit. Insbesondere wenn eine Tran-
szendenzbasis endlich ist, dann haben alle Transzendenzbasen die gleiche Anzahl von

FElementen. ]

Definition 10.14. Der Transzendenzgrad von K/k, bezeichnet mit tr.degy, K, ist die Kardina-

litit einer Transzendenzbasis von K/k.

Definition 10.15 (Dimension einer affinen Varietét). (i) Sei V C k" eine irreduzible affine

Varietit. Dann definiert man die Dimension von V iber k als

dimy V' := tr. deg (V).

(ii) Sei nun V C k™ eine beliebige affine Varietit und sei V = \J!" | V; die Zerlegung von V in

irreduzible Komponenten. Dann definiert man die Dimension von V iber k als

dimg V := min{dim; V; | i = 1,...,m}.
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